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I/KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
I./CÁC CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI LƯỢNG GIÁC 
 1.CÔNG THỨC CỘNG                              2.CÔNG THỨC NHÂN ĐÔI 

cos(a + b) = cosa.cosb – sina.sinb                    cos2a = cos2a – sin2a 
cos(a - b) = cosa.cosb + sina.sinb                                = 2cos2a –1 

             sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb                                   = 1 – 2sin2a 
             sin(a - b) = sina.cosb - cosa.sinb                    sin2a = 2.sina.cosa 

             tan(a + b) = 
tana + tanb
1 - tana.tanb  tan2a = 

2.tana
1 - tan2a  

            tan(a - b) = 
tana - tanb
1 + tana.tanb  

  3.CÔNG THỨC HẠ BẬC cos2a = 
1 2

2

cos a+
 

                                        sin2a = 
1 - cos2a

2   

  4.CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI TỔNG THÀNH TÍCH 

 cosa + cosb = 2.cos 
a + b
2  .cos 

a - b
2   

       cosa - cosb = -2.sin 
a + b
2  .sin 

a - b
2   

            sina + sinb = 2.sin 
a + b
2  .cos 

a - b
2   

                       sina - sinb = 2.cos 
a + b
2  .sin 

a - b
2   

 
sin( )

tan tan
osacosb

a b
a b

c

+
+ =  

                     
sin( )

tan tan
osacosb

a b
a b

c

−
− =  

5.CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI TÍCH THÀNH TỔNG 

cosa.cosb = 
1
2 [cos(a – b) + cos(a + b)] 

sina.sinb = 
1
2 [cos(a – b) - cos(a + b)] 

       [ ]1
sin osb= sin( ) sin( )

2
ac a b a b+ + −  

                 [ ]1
os sinb= sin( ) sin( )

2
c a a b a b+ − −  

II/Các hằng đẳng thức lượng giác cơ bản : 

• 
2 2sin cos 1α α+ =                                              *  

sin
tan

cos

α
α

α
=  ( với 

2
k

π
α π∀ ≠ + ,k ∈ Z ) 

• 
cos

cot
sin

α
α

α
=  ( với x kπ∀ ≠ ,k ∈ Z )              * 2

2

1
tan 1

cos
α

α
+ =  ( với 

2
k

π
α π∀ ≠ + ,k ∈ Z ) 

• 
2

2

1
cot 1

sin
α

α
+ =  ( với x kπ∀ ≠ ,k ∈ Z ) 



Trường em  http://truongem.com 
 

2 
 

• tan cot 1α α =  ( với 
2

kπ
α∀ ≠ ,k ∈ Z ) 

Cung hơn kém k2π và kπ : 
• ( )sin 2 sinx k xπ+ =                                                    ( )cos 2 cosx k xπ+ =  

• ( )tan tanx k xπ+ =                                                      ( )cot cotx k xπ+ =
 

 Cung đối : 
• ( )sin sinx x− = −                                                         ( )cos cosx x− =  

• ( )tan tanx x− = −                                                        ( )cot cotx x− = −  

Cung bù : 
• ( )sin sinx xπ − =                                                      ( )cos cosx xπ − = −  

• ( )tan tanx xπ − = −
                                                     ( )cot cotx xπ − = −  

Cung phụ : 

• sin cos
2

x x
π − = 
 

                                            
   

cos sin
2

x x
π − = 
 

 

• tan cot
2

x x
π − = 
 

                                              cot tan
2

x x
π − = 
 

 

Cung hơn kém π/2 : 

• sin cos
2

x x
π + = 
 

                                                   cos sin
2

x x
π + = − 
 

 

• tan cot
2

x x
π + = − 
 

                                                   cot tan
2

x x
π + = − 
 

 

Cung hơn kém π : 
• ( )sin sinx xπ + = −                                           ( )cos cosx xπ + = −  

• 
( )tan tanx xπ + =

                                                          
( )cot cotx xπ + =

 

Công thức chia đôi : 

• 
1 cos

sin
2 2

x x−
= ±                                                   

1 cos
cos

2 2

x x+
= ±  

• 
1 cos 1 cos

tan
2 1 cos sin

x x x

x x

− −
= ± =

+
 

Công thức nhân ba : 
• 

3sin3 3sin 4sinx x x= −  

• 
3cos3 4cos 3cosx x x= −  
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• 

3

2

3tan tan
tan 3 ,3

1 3tan 2

x x
x x x k

x

π
π

−  = ∀ ≠ + −  
 

• ( )
3

2

cot 3cot
cot 3 ,3

3cot 1

x x
x x x k

x
π

−
= ∀ ≠

−
 

 
Công thức hạ bậc : 

• ( )2 1
sin 1 cos 2

2
x x= −                                             ( )2 1

cos 1 cos 2
2

x x= +  

• 
2 1 cos 2

tan
1 cos 2 2

x
x x k

x

π
π

−  = ∀ ≠ + +  
                          ( )2 1 cos 2

cot
1 sin 2

x
x x k

x
π

+
= ∀ ≠

−
 

• 
3 3sin sin 3

sin
4

x x
x

−
=

                                               

3 3cos cos3
cos

4

x x
x

+
=  

Công thức theo tan
2

x
t =

 
: 

• 
2

2
sin

1

t
x

t
=

+
                  

2

2

1
cos

1

t
x

t

−
=

+
                  

2

2
tan ,

1 2 2

t x
x x k

t

π
π = ∀ ≠ + −  

    

7π

4
5π

4

3π

4

π

4

2π

3π

2

π

2

0
π

-1

-1

1

1O

sin

cos

 

6.BẢNG GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA CÁC CUNG ĐẶC BIỆT 
 

x 

r
a
d

-ππππ -
5ππππ
6
  -

3ππππ
4
  -

2ππππ
3
  -

ππππ
2
  -

ππππ
3
  -

ππππ
4
  -

ππππ
6
  0 

ππππ
6
  

ππππ
4
  

ππππ
3
  

ππππ
2
  

2ππππ
3
  

3ππππ
4
  

5ππππ
6
  ππππ 

đ
ộ 

-180o -150o -135o -120o -90o -60o -45o -30o 0 30o 45o 60o 90o 120o 135o 150o 180o 

sin 0 -
1

2
  -

2 

2
  -

3 

2
  -1 -

3 

2
    -

2 

2
  -

1

2
  0 

1

2
  

 

2 

2
  

3 

2
  1 

3 

2
  

2 

2
  

1

2
  0 
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cos -1 -
3 

2
  -

2 

2
  - 

1

2
  0 

1

2
  

2 

2
  

3 

2
  1 

3 

2
  

2 

2
  

1

2
  0 - 

1

2
  -

2 

2
  -

3 

2
  -1 

tan 0 
1

3 
  1 3  || - 3  -1 -

1

3 
  0 

1

3 
  1 3  || - 3  -1 -

1

3 
  0 

cot || 3  1 
1

3 
  0 -

1

3 
  -1 - 3  || 3  1 

1

3 
  0 -

1

3 
  -1 - 3  || 

 
 

KIẾN THỨC CƠ BẢN 
 y = sinx  y = cosx y = tanx y = cotx 

Taäp 
xaùc ñònh 

D = R D = R D = R \ {
2

π
 + kπ} D = R \ {kπ} 

Taäp 
giaù trò 

T = [– 1 ; 1 ] T = [– 1 ; 1 ] R R 

Chu kyø T = 2π T = 2π T = π T = π 

Tính 
chaün leû 

Leû Chaün Leû Leû 

Söï bieán 
thieân 

Ñoàng bieán treân: 

k2 ; k2
2 2

 π π
− + π + π 
 

 

Nghòch bieán treân: 

3
k2 ; k2

2 2

 π π
+ π + π 

 
 

Ñoàng bieán treân: 

( )k2 ; k2−π + π π  

Nghòch bieán treân: 

( )k2 ; k2π π + π  

Ñoàng bieán treân moãi 
khoaûng: 

k ; k
2 2

 π π
− + π + π 
 

 

Nghòch bieán treân moãi 

khoaûng: ( )k ; kπ π + π  

Baûng 
bieán 
thieân 

 

x –π 
2

π
−  0 

2

π
 π 

y = sinx 
 
0 

 
 

–1 

 
0 

1  
0 

 
x –π  0  π 

y =cosx 
 
 

– 1 

 
 
 

1   
 

– 1 
a 

 

x 
2

π
−     

2

π
 

y = tanx 
 
 

–∞ 

 
 
 

 
 

 +∞ 
 

 
x 0    π 

y = cotx 
+∞  

 
 

   
 

–∞ 
a 

Ñoà thò  
y = sinx    
………………………………………………………………………………. 
y = cosx 

 y = tanx             
……………………………………………………………………………………. 
y = cotx 
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II.CÁC PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC THƯỜNG GẶP 
 1.Phương trình    sinx=a.( -1≤≤≤≤ a ≤≤≤≤ 1) 

sinx = a ⇔
arcsina+k2

arcsina+k2

x

x

π

π π

=
 = −

; k ∈ Z     +sinx = sinα ⇔
+k2

+k2

x

x

α π

π α π

=
 = −

; k ∈ Z ( a = sinα) 

  sinx = 0 ⇔ x = kπ; k ∈ Z 

  sinx = 1 ⇔ x = 
π
2 + k2π; k ∈ Z 

  sinx = -1 ⇔ x = -
π
2 + k2π; k ∈ Z 

2.Phương trình    cosx=a.( -1≤≤≤≤ a ≤≤≤≤ 1) 

  cosx = a ⇔
arccosa+k2

arccosa+k2

x

x

π

π

=
 = −

; k ∈ Z     +cosx = cosα ⇔
+k2

+k2

x

x

α π

α π

=
 = −

; k ∈ Z ( a = cosα) 

    cosx = 0 ⇔ x = 
π
2  + kπ; k ∈ Z 

    cosx = 1 ⇔ x = k2π; k ∈ Z 
    cosx = -1 ⇔ x = π+ k2π; k ∈ Z 
3.Phương trình tanx=a. 

  TXĐ: \ ,
2

k k
π

π + ∈ 
 

� �  

 + t anx=a x=arctana+k ,kπ⇔ ∈�                    + tanx=tan  x= +k ,kα α π⇔ ∈�  

   

tanx=1 x= ,
4

tanx=-1 x=- ,
4

t anx=0 x= ,

k k

k k

k k

π
π

π
π

π

⇔ + ∈

⇔ + ∈

⇔ ∈

�

�

�

 

4.Phương trình cotx=a. 
  TXĐ: { }\ ,k kπ ∈� �  

  + t x=a x=arccota+k ,kco π⇔ ∈�                 + cotx=cot  x= +k ,kα α π⇔ ∈�  
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cotx=1 x= ,
4

cotx=-1 x=- ,
4

t x=0 x= ,
2

k k

k k

co k k

π
π

π
π

π
π

⇔ + ∈

⇔ + ∈

⇔ + ∈

�

�

�

 

III.CÁC PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC THƯỜNG GẶP. 
 1.Phương trình a.sinx+bcosx=c ( 2 2 0a b+ ≠ ) 

                         
2 2 2 2 2 2

s inx+ osx=
a b c

c
a b a b a b

⇔
+ + +

 

            đặt:    
2 2

2 2

os =

sin

a
c

a b

b

a b

α

α




+

 =
 +

 

  phương trình trở thành: 
2 2

s inx os osx sin
c

c c
a b

α α+ =
+

 

                                         
2 2

sin( )
c

x
a b

α⇔ + =
+

 

 *Chú ý  

+Phương trình có nghiệm khi 2 2 2c a b≤ +  

+Nếu  . 0, 0a b c≠ =  thì: sin cos 0 tan
b

a x b x x
a

+ = ⇔ = −  

2.Phương trình : 2 2asin s inxcosx+ccos 0x b x+ =   (1) 
  +Nếu a = 0: 2s inxcosx+ccos 0b x =  

                      osx(bsinx+ccosx)=0c⇔  
osx=0

bsinx+ccosx=0

c
⇔ 


 

 +Nếu c = 0: 2asin s inxcosx=0x b+  

                     sinx(asinx+bcosx)=0⇔   
sinx=0

asinx+bcosx=0


⇔ 


 

  +Nếu 0, 0,cos 0a c x≠ ≠ ≠ : 
2 2

2 2 2

sin s inxcosx cos
(1) 0

cos cos cos

x x
a b c

x x x
⇔ + + =  

                                                2tan t anx+c=0a x b⇔ +  

IV /Các kết quả thường dùng : 

• sin cos 2 sin 2 cos
4 4

x x x x
π π   + = + = −   

   
 

• sin cos 2 sin 2 cos
4 4

x x x x
π π   − = − = − +   

   
 

• tan cot 2cot 2
2

x x x x k
π + = − ∀ ≠ 

 
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• 
2

tan cot
sin 2 2

x x x k
x

π − = ∀ ≠ 
 

 

• 
4 4 3 1

sin cos cos 4
4 4

x x x+ = +  

• 
6 6 5 3

sin cos cos 4
8 8

x x x+ = +  

• 
21 sin 2cos

4 2

x
x

π + = − 
 

 

• 
21 sin 2sin

4 2

x
x

π − = − 
 

 

• 

2 cos
4

1 tan
cos

x
x

x

π − 
 + =                                               

2 sin
4

1 tan
cos

x
x

x

π − 
 − =  

 
 

V/ Các hằng đẳng thức trong tam giác : 
• sin sin sin 4cos cos cos

2 2 2

A B C
A B C+ + =  

• cos cos cos 1 4sin sin sin
2 2 2

A B C
A B C+ + = +  

• tan tan tan tan tan tanA B C A B C+ + =  

• cot cot cot cot cot cot 1A B B C C A+ + =  

• 
2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C+ + = −  

• 
2 2 2sin sin sin 2 2cos cos cosA B C A B C+ + = +  

• sin 2 sin 2 sin 2 4sin sin sinA B C A B C+ + =  

• cos2 cos2 cos2 1 4cos cos cosA B C A B C+ + = − −  

• cot cot cot cot cot cot
2 2 2 2 2 2

A B C A B C
+ + =  

• tan tan tan tan tan tan 1
2 2 2 2 2 2

A B B C C A
+ + =  

VI/Các phương trình lượng giác thường gặp : 

Các họ nghiệm cơ bản : 

• 
2

sin sin
2

u v k
u v

u v k

π

π π

= +
= ⇔  = − +

                              ( )
2

cos cos
2

u v k
u v k

u v k

π

π

= +
= ⇔ ∀ ∈ = − +

�  

• ( )tan tan ,2
v l

u v k l
u v k

π
π

π

 ≠ +
= ⇔ ∀ ∈

 = +

�                   ( )cot cot ,
v l

u v k l
u v k

π

π

≠
= ⇔ ∀ ∈

= +
�  
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 1/Phương trình bậc nhất theo một hàm số lượng giác của u : 

Có dạng: 

( )

( )

( )

( )

sin 1

sin 0
cos 2

cos 0
; 0

tan 0
tan 3

cot 0

cot 4

b
u

a
a u b b

u
a u b aa
a u b b

u
aa u b
b

u
a

−
=

+ = −
=+ =

≠ →
+ = −

=
+ =

−
=

 

Đối với các phương trình (1) và (2) cần có thêm điều kiện 1
b

a

−
≤  

Chọn α sao cho [ ]

[ ]

s in ; ;
2 2

co s ; 0 ;

tan ; ;
2 2

co t ; 0 ;

b

a

b

a

b

a

b

a

π π
α α

α α π

π π
α α

α α π

− − = ∈   

−
= ∈

− − = ∈   

−
= ∈

 ⇒ đưa về các họ nghiệm cơ bản để giải. 

1.  
2. Phương trình bậc hai theo một hàm số lượng giác của u : 

Có dạng: 

2

2

2

2

sin sin 0

cos cos 0
; 0

tan tan 0

cot tan 0

a u b u c

a u b u c
a

a u b u c

a u b u c

+ + =

+ + =
≠

+ + =

+ + =

. Đặt 

sin
1

cos

tan

cot

u t
t

u t

u t

u t

= 
≤

= 

=

=

  

⇒ Phương trình bậc hai at2 + bt + c = 0 
Giải phương trình tìm t (xét điều kiện nếu có) ⇒ các họ nghiệm cơ bản, giải tìm x 

3. Các dạng khác : 

Dạng của phương trình Phương pháp giải 
Dạng 1 : Phương trình bậc nhất hoặc bậc hai đối 
với f(x),trong đó f(x) là một biểu thức lượng giác 
nào đó. 

 
Đặt ẩn phụ t = f(x). 

 
 
 
 
 
 

Dạng 2 : Phương trình bậc nhất đối với sin x  và 
cos x . 

Cách 1 : 
Biến đổi vế trái về dạng ( )sinC x α+  với 

2 2C a b= + ,α là số thực sao cho 

2 2
cos

a

a b
α =

+
 và 

2 2
sin

b

a b
α =

+
.  

Cách 2 : 
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• Tìm nghiệm thỏa cos 0
2

x
= .  

• Với cos 0
2

x
≠  thì đặt tan

2

x
t =  ta 

có:
2

2
sin

1

t
x

t
=

+
;

2

2

1
cos

1

t
x

t

−
=

+
.Đưa 

phương trình đã cho thành phương 
trình bậc hai theo ẩn t. 

Dạng 3 : Phương trình đối xứng với sin x  và 
cos x  : 

• ( )sin cos sin cos 0a x x b x x c+ + + =  

• ( )sin cos sin cos 0a x x b x x c− + + =  

Đặt

sin cos 2 sin 2; 2
4

t x x x
π   = ± = ± ∈ −    

 thì 
2 1

sin cos
2

t
x x

 −
= ±  

 
 

 
 
 
Dạng 4 : Phương trình thuần bậc hai đối với 
sin x  và cos x  : 

2 2sin sin cos cos 0a x b x x c x+ + =  
Với a2 + b2 + c2 ≠ 0 

Cách 1 : 
• Tìm nghiệm thỏa cos 0x = . 
• Với cos 0x ≠  thì chia hai vế của 

phương trình cho 2cos x  dể đưa 
phương trình đã cho về dạng phương 
trình bậc hai theo ẩn tan x .  

Cách 2 : 
• Tìm nghiệm thỏa sin 0x =  
• Với sin 0x ≠  thì chia hai vế của 

phương trình cho 2sin x  dể đưa 
phương trình đã cho về dạng phương 
trình bậc hai theo ẩn cot x . 

Dạng 5 : Phương trình thuần bậc ba đối với 
sin x  và cos x  : 

3 3 2 2sin cos sin cos sin cosa x b x c x x d x x+ + + +
 

sin cos 0e x f x+ + =    

Cách giải tương tự như phương trình thuần 

nhất bậc hai nhưng chia hai vế cho 3cos x  

hoặc 3sin x  và chú ý áp dụng các hằng đẳng 
thức lượng giác cơ bản. 

4. Kết hợp công thức nghiệm : 

     Kết hợp công thức nghiệm trong các PTLG chẳng những giúp cho ta có thể loại được nghiệm ngoại lai 

mà còn có thể có được một công thức nghiệm đơn giản hơn, từ đó việc giải quyết bài toán trở nên đơn 

giản hơn (giống như bài toán mà ta vừa xét ở trên). Đôi lúc việc kết hợp công thức nghiệm cũng tương tự 

như việc giải một hệ phương trình lượng giác cơ bản bằng phương pháp thế. Ở đây ta không đề cặp đến 

phương pháp này mà ta chỉ nói đến hai phương pháp chủ yếu sau : 

a) Đường tròn lượng giác  

* Các khái niệm cơ bản : 

• Đường tròn lượng giác: là đường tròn có bán kính đơn vị R = 1và trên đó ta đã chọn một chiều 

dương ( )+  (thông thường chiều dương là chiều ngược chiều kim đồng hồ)    
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•  Cung lượng giác: �AB  (với A, B là 2 điểm trên đường tròn lượng giác) là cung vạch bởi điểm M di 

chuyển trên đường tròn lượng giác theo một chiều nhất định từ A đến B. 

• Góc lượng giác:  khác với góc bình thường góc lượng giác có một chiều nhất định  

*Phương pháp biểu diễn góc và cung lượng giác : 

• Biểu diễn các điểm ngọn của cung lượng giác biết số đo có dạng α + kπ : 

  Ta đưa số đo về dạng 
2

α k
m

π
+ .  

Một số công thức chính được dùng nhiều ở phương pháp này : 
1. cot g 2cot g 2xx tgx− =  

2. 
2

cot g
sin 2

x tgx
x

+ =  

3. 
1

cot g cot g 2x
sin 2

x
x

− = −  
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TỔ HỢP VÀ XÁC SUẤT 
Bài 1.  QUI TẮC ĐẾM 

1/ QUY TẮC CỘNG 
QUY TẮC 
Một công việc được hoàn thành bởi  một trong hai hành động. Nếu hành động này có m cách thực hiện, hành 
động kia có n cách thực hiện không trùng với bất kì cách nào của hành động thứ nhất thì công việc đó có m+n 
cách thực hiện. 
Chú ý . Quy tắc cộng có thể mở rộng cho nhiều trường hợp. 
2/ QUY TẮC NHÂN 
QUY TẮC 
Một công việc được hoàn thành bởi  một trong hai hành động liên tiếp. Nếu  có m cách thực hiện hành động thứ 
nhất và ứng với mỗi cách đó có n cách thực hiện hành động thứ hai thì có m.n cách hoàn thành công việc. 
Chú ý . Quy tắc nhân có thể mở rộng cho nhiều trường hợp. 
 

 Bài 2.HOAÙN VÒ - CHÆNH HÔÏP - TO Å HÔÏP 
HOAÙN VÒ  

1. Ñòn h n gh óa : Cho taäp hôïp A goàm n phaàn töû  ( n ≥ 1) . Mỗi kết quả của sự saép thöù töï  n phaàn töû cuûa taäp hôïp A 

ñöôïc goïi laø moät hoaùn  vò cuûa n phaàn töû ñoù 

1. Giai thöøa: 
 n! = 1.2.3…n     Qui öôùc: 0! = 1 
 n! = (n–1)!n 

 
!

!

n

p
= (p+1).(p+2)…n (vôùi n> p) 

 
!

( )!

n

n p−
= (n–p+1).(n–p+2)…n (vôùi n> p) 

2. Hoaùn vò (khoâng laëp): 
 Moät taäp hôïp goàm n phaàn töû (n ≥ 1). Moãi caùch saép xeáp n phaàn töû naøy theo moät thöù töï naøo ñoù ñöôïc 

goïi laø moät hoaùn vò cu ûa n phaàn töû.  

 Soá caùc ho aùn vò cuûa n ph a àn töû laø:  Pn = n!  = 1.2.3………(n-1).n 

 
3. Hoaùn vò laëp: 
 Cho k phaàn töû khaùc nhau : a1 , a2 , … , ak. Moät caùch saép xeáp n phaàn töû trong ñoù goàm n1 phaàn töû a1 , n2 

phaàn töû a2 , … , nk phaàn töû ak (n1+n2+ …+ nk = n) theo moät thöù töï naøo ñoù ñöôïc goïi laø moät ho aùn vò 
laëp caáp n va ø kieåu (n1 , n2 , … , nk) cuûa k phaàn töû.  

 Soá caùc ho aùn vò laëp ca áp n,  kieåu (n1 , n2, …, nk) cuûa k phaàn töû laø:  

Pn(n1 , n2, …, nk) = 
1 2

!

! !... !k

n

n n n
 

4. Hoaùn vò voøng quanh: 
 Cho taäp A go àm  n phaàn  t öû. Moät caùc h saé p xe áp  n p haàn töû  cuû a taäp  A t haønh  m oät daõy kín  ñöô ïc go ïi laø 

m oät hoaùn vò voøng quanh cuûa n pha àn töû.  
 Soá caùc ho aùn vò voøn g qua nh cuûa n p haàn töû la ø: Q n =  (n – 1)! 
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CHÆNH HÔÏP  
1.  Ñòn h n gh óa : Cho taäp hôïp A coù n phaàn töû( n ≥ 1)  .  
Kết quả của việc lấy k phần tử khác nhau từ n phần tử cuûa tập hợp  A và sắp thứ tự chúng theo một thứ tự nào đó 
ñöôïc goïi laø moät chænh hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû Ccho. 
 

2. Soá chæn h hôïp chaäp k  cuûa n  phaàn  tö û :  

Neáu kí hieäu soá chænh hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû laø A
k

n
 thì  

)!(

!

kn

n
A

k

n −
=   . 

1. Chænh hôïp (khoâng laëp): 
 Cho taäp hôïp A goàm n phaàn töû. Moãi caùch saép xeáp k phaàn töû cuûa A (1 ≤ k ≤ n) theo moät thöù töï naøo 

ñoùñöôïc goïi laø moät chænh hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû cuûa taäp A. 

 Soá chænh hô ïp chaä p k cuûa n phaàn töû:  
!

( 1)( 2)...( 1)
( )!

k
n

n
A n n n n k

n k
= − − − + =

−
 

 • Coâng thöùc treân cuõng ñ uùng cho tröô øng hô ïp k = 0 hoaëc k = n. 

 • Khi k = n thì  n
nA = Pn = n! 

2. Chænh hôïp laëp: 
 Cho taäp A go àm n phaàn  töû . Moät daõy  goàm k  pha àn töû  cuûa A, tro ng ñ où moãi  phaà n töû c où theå ñöôïc  laëp  laïi 

nhieàu laàn, ñöô ïc saé p xeáp  theo moät thöù töï  nha át ñò nh ñöô ïc goïi  laø moät chæn h hôïp  laëp c haäp k  cuûa  n 
phaàn töû cu ûa taäp A.  

 Soá chænh hôïp laëp chaäp k cuûa n phaàn töû: k k
nA n=  

TOÅ HÔÏP  
.Ñòn h n gh óa : Cho taäp hôïp A coù n phaàn töû ( n ≥ 1). Moãi taäp con goàm k phaàn töû  cuûa A ( 1 ≤ k ≤  n ) ñöôïc goïi laø 
laø moät toå hôïp chaäp k cuûa n phaàn töû . 
 

1. Toå hôïp (khoâng laëp): 
 C ho taäp A go àm  n phaàn t öû. Moãi taäp con goàm  k (1  ≤ k ≤ n) phaàn  töû cuûa  A ñöôïc go ïi laø m oät toå hôïp 

chaäp k cuûa n phaàn töû.  

 Soá caùc toå h ôïp cha äp k cuûa  n phaàn töû:  
!

!( )!
k

n
n

C
k n k

=
−

 

 • Q ui öôùc: 0
nC  =  1 

 Tính chaát:                           

0

1
1 1

1

1

1

n
n n

k n k
n n

k k k
n n n

k k
n n

C C

C C

C C C
n k

C C
k

−

−
− −

−

= =

=

= +
− +

=

 

2. Toå hôïp laëp: 
 Cho taäp A = { }1 2; ;...; na a a  vaø soá töï  n hie ân k baát kì. Moät toå hô ï p laëp cha äp k cu ûa n p haàn  töû laø m oät 

hôïp goàm  k ph aàn töû, trong  ñoù m oãi phaàn tö û laø m oät trong n pha àn töû cuû a A. 

 Soá toå hôï p laëp cha äp k cuûa  n phaàn töû:  1
1 1

k k m
n n k n kC C C −

+ − + −= =  
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3. Phaân bieät chænh hôïp vaø toå hôïp: 
 • C hænh hôïp vaø toå hôïp lie ân he ä nhau b ôûi coâng th öùc:  !k k

n nA k C=  

 • C hænh hôïp: coù thöù tö ï.  Toå hôï p: khoâng c où thöù töï.  
 ⇒ Nhöõng baøi toaùn m aø ke á t quaû phuï th uoäc vaø o vò trí caùc phaàn töû –>  chænh h ôïp  
 Ngöôïc laïi, laø toå hôïp.  
 • C aùch laáy k phaàn tö û töø t aäp n pha àn töû (k ≤ n):  

  +  K hoâng thöù töï, khoâng h oaøn laïi:  k
nC  

  +  C où thöù töï, khoâng hoa øn laïi:  k
nA  

  +  C où thöù töï, coù hoaøn laïi:   k
nA  

 

Bài 3 .NHÒ THÖÙC NIUTÔN 
1. Công thức nhị thức Niu tơn 

( ) 0 1 2 11 2 2 1....... ...... .
n k n nn n n n k k n n

n n n n n n
a b a a b a b a b a b bC C C C C C

−− − − −+ = + + + + + + + (1) 

              = kkn
n

k

k

n
baC −

=
∑

0

(*) 

Hệ quả  

Với a=b=1, ta có : CCC n
n

1
n

0
n

n ...2 +++=  

Với a=1;b=-1, ta có : ( ) ( ) CCCC n
n

nk
n

k1
n

0
n 1...1...0 −++−++−=  

 
Chú ý .Trong biểu thức ở vế phải của công thức (1) 
a/ Soá caùc haïng tử là (n +1). 
b/ Các hạng tử có số mũ của a giảm dần từ n đến 0, số mũ của b tăng dần từ 0 đến n , nhưng tổng các số mũ của 
a và b trong mỗi hạng tử luôn bằng n ( qui ước a0=b0=1) 
c/ Các hệ số của mỗi hạng tử  cách đều hai hạng tử đầu và cuối thì bằng nhau. 
2. Tam giác Pa-xcan 
n=0                                                          1 
n=1                                                      1       1 
n=2                                                  1       2       1 
n=3                                             1        3        3        1 
n=4                                         1        4       6       4          1 
n=5                                    1        5       10      10      5         1 
Nhận xét  

      
k

1n
1k
1n

k
n CCC −

−
− +=                      

1. Coâng thöùc khai trieån nhò thöùc Newton: Vôùi moïi n∈N vaø v ôùi moïi caëp soá a, b ta coù:  

0

( )
n

n k n k k
n

k

a b C a b−

=
+ = ∑  

2. Tính chaát: 
 1) Soá caùc soá haïng c uûa kh ai trie ån baèng n +  1  
 2) Toång ca ùc soá m uõ cuû a a vaø b trong m oãi soá h aïng b aèng n  
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 3) Soá haïn g toång q uaùt (th öù k+1) coù daïng:   Tk+1 = k n k k
nC a b−   ( k =0, 1, 2, … , n) 

 4) Caùc heä soá cuûa caùc c aëp  soá haïng c aùch ñeàu so á haïn g ñaàu vaø c uoái thì baèn g n hau:    
k n k

n nC C −=  

 5) 0 1n
n nC C= = , 1

1
k k k

n n nC C C−
++ =  

 * Nhaän xeùt: Neáu trong khai trieån nhò thöùc Newton, ta gaùn cho a vaø b nhö õ ng giaù trò ñaëc bieät thì ta 
seõ thu ñöôïc nhö õng coâ ng t höùc ñaëc bieät. Chaúng ha ïn : 

 (1+ x)n = 0 1 1 ...n n n
n n nC x C x C−+ + +   ⇒ 0 1 ... 2n n

n n nC C C+ + + =  

 (x–1)n = 0 1 1 ... ( 1)n n n n
n n nC x C x C−− + + −   ⇒ 0 1 ... ( 1) 0n n

n n nC C C− + + − =  

  
 
Bài 4. PHÉP THỬ VÀ BIẾN CỐ 

I- PHÉP THỬ, KHÔNG GIAN MẪU 
1/ Phép thử 
Phép thử ngẫu nhiên là phép thử mà ta không đoán trước được kết quả của nó, mặc dù đã biết tập hợp tất cả các kết 
quả có thể của phép thử đó. 
2/ Không gian mẫu 
Tập hợp các kết quả có thể xảy ra của một phép thử được gọi là không gian mẫu của phép thử  và kí hiệu là Ω  
II- BIẾN CỐ  
Biến cố là một tập con của không gian mẫu 
Tập ∅∅∅∅  được gọi là biến cố không thể . Còn tập Ω  được gọi là biến cố chắc chắn. 
III- PHÉP TOÁN TRÊN CÁC BIẾN CỐ  

Tập Ω \A được gọi là biến cố đối của biến cố A, kí hiệu là A  
Tập A∪B được gọi là hợp của các biến cố A và B. 
Tập A∩B được gọi là giao của các biến cố A và B. 
Nếu A ∩B=∅∅∅∅  thì ta nói A và B xung khắc. 
Chú ý   :  A∪B  xảy ra khi và chỉ khi A xảy ra hoặc B xảy ra . 
               A∩B xảy ra khi và chỉ khi A và B đồng thời  xảy ra . Biến cố A∩B còn được kí hiệu A.B 
               A và B xung khắc khi và chỉ khi chúng không khi nào cùng xảy ra. 

Bài 5.  XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ  
I / ĐỊNH NGHĨA CỔ ĐIỂN CỦA XÁC SUẤT 
Định nghĩa 
Giả sử A biến cố liên quan đến một  phép thử chỉ có một số hữu hạn kết quả đồng khả năng xuất hiện. Ta gọi tỉ số 

)(n
)A(n

Ω
là xác suất của biến cố A, kí hiệu là P(A)     Vậy 

)(n
)A(n

)A(P
Ω

=  

Chú ý     n(A) là số phần tử của A 
              n(Ω ) là số các kết quả có thể xảy ra của phép thử. 
II/ TÍNH CHẤT CỦA XÁC SUẤT  
1/ Định lí 
a/ P(∅) =0, P(Ω )=1 
b/ 0 ≤P(A)≤1, với mọi biến cố A 
c/ Nếu A và B xung khắc thì P( A ∪ B ) = P(A)+P(B)  

Hệ quả  : Với mọi biến cố A, ta có ( ) ( )APAP −=1  
III/ CÁC BIẾN CỐ ĐỘC LẬP, CÔNG THỨC NHÂN XÁC SUẤT 
A và B là hai biến cố độc lập khi và chỉ khi  P(AB)=P(A).P(B) 

1. Bieán coá  
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 • Khoâng gian maãu Ω: laø taäp caùc keát quaû co ù theå xaû y ra cuûa moät pheùp thöû.  
 • Bieán coá A: laø taäp ca ùc k eát quaû cuûa pheùp th öû laøm xaûy ra A. A ⊂ Ω. 
 • Bieán coá khoân g: ∅   • Bieán coá chaéc ch aén: Ω 

 • Bieán coá ñoái cuû a A: \A A= Ω  
 • Hôïp hai bieán coá: A ∪ B  • Giao hai bieán coá: A ∩ B (hoaëc A.B)  
 • Hai bieán coá xung khaéc:  A ∩ B = ∅ 
 • Hai bieán coá ñoäc laäp: neá u vieäc xaûy ra bieán coá naøy  khoâng aû nh höô ûng ñeán vi eäc xaûy ra bieán coá kia. 

2. Xaùc suaát 

 • Xaùc suaát cu ûa bieán coá: P(A) = 
( )

( )

n A

n Ω
  

 •  0 ≤ P(A) ≤ 1; P(Ω) = 1; P(∅) = 0 
 • Qui taéc coäng: Neáu A ∩ B = ∅  thì P(A ∪ B) = P(A) + P(B) 
 Môû roäng: A, B ba át kì: P(A ∪ B) = P(A) + P(B) – P(A.B) 

 • P( A ) = 1 – P(A) 
 • Qui taéc nhaân: Neáu A, B ñoäc laäp thì P(A.B) = P(A). P(B) 

1. Bieán ngaãu nhieân rôøi raïc 

 • X = {x1 , x2, …,xn} 
 • P(X= xk) = pk  p1 + p2 + … + pn = 1 

2. Kì voïng (giaù trò trung bình) 

 • µ = E(X) = 
1

n

i i
i

x p
=
∑  

3. Phöông sai vaø ñoä leäch chuaån 

 • V(X) =  2

1

( )
n

i i
i

x p
=

−∑ µ =  2 2

1

n

i i
i

x p
=

−∑ µ    • σ(X) =  ( )V X  
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CHƯƠNG III 
 

§1. PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 
 

A. LÝ THUYẾT 
 
Để chứng minh mệnh đề chứa biến A(n) là một mệnh đề đúng với mọi giá trị nguyên dương n, ta thực hiện 

như sau: 
• Bước 1: Kiểm tra mệnh đề đúng với n = 1. 
• Bước 2: Giả thiết mệnh đề đúng với số nguyên dương n = k tuỳ ý (k ≥ 1), chứng minh rằng mệnh đề 

đúng với n = k + 1. 
Chú ý: Nếu phải chứng minh mệnh đề A(n) là đúng với với mọi số nguyên dương n ≥ p thì: 
 + Ở bước 1, ta phải kiểm tra mệnh đề đúng với n = p; 
 + Ở bước 2, ta giả thiết mệnh đề đúng với số nguyên dương bất kì n = k ≥ p và phải chứng minh 

mệnh đề đúng với n = k + 1. 

 
 

§2. DÃY SỐ 
 

A. LÝ THUYẾT 
 
1. Định nghĩa: Một hàm số u xác định trên tập *¥  các số nguyên dương gọi là dãy số vô hạn.  
Kí hiệu *

( )
:

n u n
u ®

a
¥ ¡ . Đặt ( )nu u n= . Ta gọi nu  là số hạng tổng quát ( hay số hạng thứ n) của dãy số. 

2. Cách cho một dãy số: 
• Cho bằng công thức của số hạng tổng quát 
• Cho bằng công thức truy hồi 
• Cho bằng cách mô tả 

3. Dãy số tăng, dãy số giảm: 
• (un) là dãy số tăng ⇔ un+1 > un với ∀ n ∈ N*. 

⇔ un+1 – un > 0 với ∀ n ∈ N* ⇔ 1 1n

n

u

u
+ >  với ∀n ∈ N*  ( un > 0). 

• (un) là dãy số giảm  ⇔ un+1 < un với ∀n ∈ N*. 

      ⇔ un+1 – un< 0 với ∀ n ∈ N* ⇔ 1 1n

n

u

u
+ <  với ∀n ∈ N*  (un > 0). 

 
4. Dãy số bị chặn:  

• (un) là dãy số bị chặn trên ⇔ ∃M ∈ R: un ≤ M, ∀n ∈ N*. 
• (un) là dãy số bị chặn dưới ⇔ ∃m ∈ R: un ≥ m, ∀n ∈ N*. 
• (un) là dãy số bị chặn ⇔ ∃m, M ∈ R: m ≤ un ≤ M, ∀n ∈ N*. 
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§3. CẤP SỐ CỘNG 
 

A. LÝ THUYẾT 
 
1. Định nghĩa: (un) là cấp số cộng ⇔ un+1 = un + d, ∀n ∈ N* (d: công sai) 
2. Số hạng tổng quát:  1 ( 1)nu u n d= + −   với n ≥ 2 

3. Tính chất các số hạng:  1 1

2
k k

k

u u
u − ++

=  với k ≥ 2 

4. Tổng n số hạng đầu tiên:  1
1 2

( )
...

2
n

n n

n u u
S u u u

+
= + + + = = 12 ( 1)

2

n u n d + −   

 
 

§4. CẤP SỐ NHÂN 
 

A. LÝ THUYẾT 
 
1. Định nghĩa: (un) là cấp số nhân ⇔ un+1 = un.q   với n ∈ N* (q: công bội) 

2. Số hạng tổng quát:  1
1.

n
nu u q −=   với  n ≥ 2 

3. Tính chất các số hạng:  2
1 1.k k ku u u− +=   với k ≥ 2 

4. Tổng n số hạng đầu tiên:  
1

1

1

(1 )
1

1

n
n

n

S nu vôù i q

u q
S vôù i q

q

 = =


− = ≠
 −
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CHƯƠNG IV: GIỚI HẠN 

CHỦ ĐỀ: GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 
A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định nghĩa: 
a) Định nghĩa 1: Ta nói rằng dãy số (un) có giới hạn là  0 khi n dần tới vô cực, nếu un  

có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ số hạng nào đó trở đi. Kí 
hiệu: ( )lim 0 hay u 0 khi n + .nunn

= → → ∞
→+∞

 

b) Định nghĩa 2:Ta nói dãy số (un) có giới hạn là a  hay (un) dần tới a khi n dần tới vô 
cực ( n → +∞ ), nếu ( )lim 0. n

n
u a

→+∞
− = Kí hiệu: ( ) nlim  hay u  khi n + .n

n
u a a

→+∞
= → → ∞  

� Chú ý: ( ) ( )lim limn n
n

u u
→+∞

= . 

2. Một vài giới hạn đặc biệt. 

a) *
k

1 1
lim 0 ,  lim 0 , n

n += = ∈�
n

 

b) ( )lim 0  nq = với 1q < . 

c) Lim(un)=c (c là hằng số) => Lim(un)=limc=c. 
3. Một số định lý về giới hạn của dãy số. 
a) Định lý 1: Cho dãy số (un),(vn) và (wn) có : *

nv  nn nu w≤ ≤ ∀ ∈�  và 

( ) ( ) ( )nlim lim  lim un nv w a a= = ⇒ = . 

b) Định lý 2: Nếu lim(un)=a , lim(vn)=b thì: 
 ( ) ( ) ( )lim lim limn n n nu v u v a b± = ± = ±  

 ( )lim . lim .lim .n n n nu v u v a b= =  

 
( )
( ) ( )*

n

lim
lim  , v 0 n ; 0

lim
nn

n n

uu a
b

v v b
= = ≠ ∀ ∈ ≠�  

 ( ) ( )lim lim  , 0 ,a 0n n nu u a u= = ≥ ≥  

4. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn có công bội q ,với 1.q <  

 1lim lim
1n

u
S

q
=

−
 

5. Dãy số dần tới vô cực: 
a) Ta nói dãy số (un) dần tới vô cực ( )nu → +∞  khi n dần tới vơ cực ( )n → +∞  nếu un 

lớn hơn một số dương bất kỳ, kể từ số hạng nào đó trở đi. Kí hiệu: lim(un)=+∞  hay  
un → +∞  khi n → +∞ . 

b) Ta nói dãy số (un) có giới hạn là −∞  khi n → +∞  nếu lim( )nu− = +∞ .Ký hiệu: 

lim(un)=−∞  hay un → −∞  khi n → +∞ . 
c) Định lý: 
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o Nếu : ( ) ( )*
nlim 0 u 0 , nnu = ≠ ∀ ∈�  thì 

1
lim

nu
= ∞  

o Nếu : ( )lim  nu = ∞  thì 
1

lim 0
nu

=  

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN. 

1. Giới hạn của dãy số (un) với 
( )
( )n

P n
u

Q n
=  với P,Q là các đa thức: 

o Nếu bậc P = bậc Q = k, hệ số cao nhất của P là a0, hệ số cao nhất của Q là b0 thì 

chia tử số  và mẫu số cho nk để đi đến kết quả : ( ) 0

0

lim n

a
u

b
= . 

o Nếu bậc P nhỏ hơn bậc Q = k, thì chia tử và mẫu cho nk để đi đến kết quả 
:lim(un)=0. 

o Nếu k = bậc P > bậc Q, chia tử và mẫu cho nk để đi đến kết quả :lim(un)=∞ . 

2. Giới hạn  của dãy số dạng: 
( )
( )n

f n
u

g n
=  , f và g là các biển thức chứa căn. 

o Chia tử và mẫu cho nk với k chọn thích hợp. 
Nhân tử và mẫu với biểu thức liên hợp 

 
GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định nghĩa:Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng K.Ta nói rằng hàm số f(x) có giới 

hạn là L khi x dần tới a nếu với mọi dãy số (xn), xn ∈K và xn ≠ a , *n∀ ∈�  mà 
lim(xn)=a đều có lim[f(xn)]=L.Kí hiệu: ( )lim

x a
f x L

→
  =  . 

2. Một số định lý về giới hạn của hàm số: 
a) Định lý 1:Nếu hàm số có giới hạn bằng L thì giới hạn đó là duy nhất. 
b) Định lý 2:Nếu các giới hạn: ( ) ( )lim  ,  lim

x a x a
f x L g x M

→ →
   = =     thì: 

 ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →
     ± = ± = ±       

 ( ) ( ) ( ) ( )lim . lim .lim .
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →
     = =       

 
( )
( )

( )
( )

lim
lim  , M 0

lim
x a

x a

x a

f xf x L

g x Mg x
→

→
→

  
= = ≠

  
 

 ( ) ( ) ( )lim lim  ; 0, 0
x a x a

f x f x L f x L
→ →

 = = ≥ ≥   

c) Cho ba hàm số f(x), h(x) và g(x) xác định trên khoảng K chứa điểm a (có thể trừ 
điểm a), g(x)≤ f(x)≤ h(x) ,x K x a∀ ∈ ≠  và 

( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

g x h x L f x L
→ → →
     = = ⇒ =      . 

3. Mở rộng khái niệm giới hạn hàm số: 
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a) Trong định nghĩa giới hạn hàm số , nếu với mọi dãy số (xn), lim(xn) = a , đều có 
lim[f(xn)]=∞  thì ta nói f(x) dần tới vô cực khi x dần tới a, kí hiệu: ( )lim

x a
f x

→
  = ∞  . 

b) Nếu với mọi dãy số (xn) , lim(xn) = ∞  đều có lim[f(xn)] = L , thì ta nói f(x) có giới 
hạn là L khi x dần tới vô cực, kí hiệu: ( )lim

x
f x L

→∞
  =  . 

c) Trong định nghĩa giới hạn hàm số chỉ đòi hỏi với mọi dãy số (xn), mà xn > a 
*n∀ ∈� , thì ta nói f(x) có giới hạn về bên phải tại a, kí hiệu : ( )lim

x a
f x

+→
   . Nếu chỉ 

đòi hỏi với mọi dãy số (xn), xn < a *n∀ ∈�  thì ta nói hàm số có giới hạn bên trái tại 
a , kí hiệu: ( )lim

x a
f x

−→
    

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 
 Khi tìm giới  hạn hàm số ta thường gặp các dạng sau: 

1. Giới hạn của hàm số dạng: 
( )
( )

0
lim   

0x a

f x

g x→

 
 
 

 

o Nếu f(x) , g(x) là các hàm đa thức thì có thể chia tử số , mẫu số cho (x-a) hoặc (x-a)2. 
o Nếu f(x) , g(x) là các biểu thức chứa căn thì nhân tử và mẫu cho các biểu thức liên 

hợp. 

2. Giới hạn của hàm số dạng: 
( )
( )

lim   
x

f x

g x→∞

∞ 
 ∞ 

 

o Chia tử  và mẫu cho xk với k chọn thích hợp. Chú ý rằng nếu x → +∞  thì coi như 
x>0, nếu x → −∞  thì coi như x<0 khi đưa x ra hoặc vào khỏi căn bậc chẵn. 

3. Giới hạn của hàm số dạng: ( ) ( ) ( )lim .    0.
x

f x g x
→∞
  ∞  . Ta biến đổi về dạng: 

∞ 
 ∞ 

 

4. Giới hạn của hàm số dạng: ( ) ( ) ( )lim     -
x

f x g x
→∞
 − ∞ ∞
 

 

 . Đưa về dạng: 
( ) ( )
( ) ( )

lim
x

f x g x

f x g x→∞

−

+
 

 
HÀM SỐ LIÊN TỤC 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 
1. Hàm số liên tục tại một điểm trên một khoảng: 
o Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng (a;b). Hàm số được gọi là liên tục tại điểm x0 

∈ (a;b) nếu: ( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

  =  .Điểm x0 tại đó f(x) không liên tục gọi là điểm gián 

đoạn của hàm số. 
o f(x) xác định trên khoảng (a;b)  

 liên tục tại điểm x0 ∈ (a;b) ( ) ( ) ( ) ( )
00 0

0lim lim lim
x xx x x x

f x f x f x f x
+ − →→ →
     ⇔ = = =      . 

o f(x) xác định trên khoảng (a;b) được gọi là liên tục trên khoảng (a;b) nếu nó liên tục 
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tại mọi điểm thuộc khoảng ấy. 
o f(x) xác định trên khoảng [a;b] được gọi là liên tục trên khoảng [a;b] nếu nó liên tục 

trên khoảng (a;b) và 
( ) ( )

( ) ( )

lim

lim

x a

x b

f x f a

f x f b

+

−

→

→

   = 


  =  

 

2. Một số định lý về hàm số liên tục: 
o Định lý 1: f(x) và g(x) liên tục tại x0 

thì: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) , .  ,   0
f x

f x g x f x g x g x
g x

± ≠  cũng liên tục tại x0 . 

o Đinh lý 2: Các hàm đa thức, hàm hữu tỷ, hàm lượng giác liên tục trên tập xác định 
của chúng. 

o Định lý 3: f(x) liên tục trên đoạn [a;b] thì nó đạt GTLN, GTNN và mọi giá trị trung 
giữa GTLN và GTNN trên đoạn đó. 

• Hệ quả: Nếu f(x) liên tục trên đoạn [a;b] và f(a).f(b)<0 thì tồn tại ít nhất một 
điểm c∈(a;b) sao cho f(c) = 0 . Tức là có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng 
(a;b). 

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN. 

1. Xét tính liên tục của hàm số dạng: ( )
( ) ( )

( )
0

0

                x x
               

a                       x=x

g x
f x

 ≠
= 


 

o  Tìm ( )
0

lim
x x

g x
→

   .Hàm số liên tục tại x0 ( )
0

lim
x x

g x a
→

 ⇔ =  . 

2. Xét tính liên tục của hàm số dạng: ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0

0

0

          x<x

                x=x

          x>x

g x

f x a

h x




= 



 

o Tìm : 

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 0

0 0

0

lim lim

lim lim

x x x x

x x x x

f x g x

f x g x

f x

− −

+ +

→ →

→ →

    =   



   =    




. Hàm số liên tục tại x = x0 

( ) ( ) ( )
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x a
+ −→ →
   ⇔ = = =    . 

3. Chứng minh phương trình f(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (a;b). 
o Chứng tỏ f(x) liên tục trên đoạn [a;b]. 
o Chứng tỏ f(a).f(b)<0 

Khi đó f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc (a;b). 
Nếu chưa có (a;b) thì ta cần tính các giá trị f(x) để tìm a và b. Muốn chứng minh 
f(x)=0 có hai , ba nghiệm thì ta tìm hai , ba khoảng rời nhau và trên mỗi khoảng 
f(x)=0 đều có nghiệm. 
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CHƯƠNG VICHƯƠNG VICHƯƠNG VICHƯƠNG VI    
ĐẠO HÀM 

• KIẾN THỨC CẦN NHỚ  
1. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm 
o Định nghĩa : Cho hàm số ( )y f x=  xác định trên khoảng ( );a b và ( )0 ;x a b∈ , đạo 

hàm của hàm số tại điểm 0x là :   ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

' lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  . 

o Chú ý :   
• Nếu kí hiệu ( ) ( )0 0 0;x x x y f x x f x∆ = − ∆ = + ∆ −  

thì :  

                    ( ) ( ) ( )
0

0 0
0

00

' lim lim
x x x

f x x f x y
f x

x x x→ ∆ →

+ ∆ − ∆
= =

− ∆
 . 

• Nếu hàm số ( )y f x= có đạo hàm tại 0x thì nó liên tục tại điểm đó. 

2. Ý nghĩa của đạo hàm 
o Ý nghĩa hình học:  Cho hàm số ( )y f x=  có đồ thị ( )C  

• ( )0'f x  là hệ số góc của tiếp tuyến  đồ thị ( )C của hàm số ( )y f x=  tại 

( ) ( )0 0 0,M x y C∈ .  

• Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số ( )y f x= tại điểm ( ) ( )0 0 0,M x y C∈ là :   

       ( ) ( )0 0 0'y f x x x y= ⋅ − +  . 

o Ý nghĩa vật lí :  
• Vận tốc tức thời của chuyển động thẳng xác định bởi phương trình : ( )s s t=  tại 

thời điểm 0t   là  ( ) ( )0 0'v t s t= . 

• Cường độ tức thời của điện lượng ( )Q Q t= tại thời điểm 0t  là : ( ) ( )0 0'I t Q t= . 

3. Qui tắc tính đạo hàm và công thức tính đạo hàm 
o Các quy tắc :  Cho ( ) ( ); ; :u u x v v x C= =  là hằng số . 

• ( ) ' ' 'u v u v± = ±  

• ( ) ( ). ' '. '. . .u v u v v u C u C u′ ′= + ⇒ =  

• ( )
,

2 2

'. '. .
, 0

u u v v u C C u
v

v uv u

′ ′−   = ≠ ⇒ = −   
   

 

• Nếu ( ) ( ), .x u xy f u u u x y y u′ ′ ′= = ⇒ =  . 

o Các công thức :  

• ( ) ( )0 ; 1C x′ ′= =   

• ( ) ( ) ( )1 1. . . , , 2n n n nx n x u n u u n n− −′ ′ ′= ⇒ = ∈ ≥�  
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• ( ) ( ) ( ) ( )1
, 0 , 0

2 2

u
x x u u

x u

′′ ′= > ⇒ = >  

• ( ) ( )sin cos sin . cosx x u u u′ ′ ′= ⇒ =  

• ( ) ( )cos sin cos .sinx x u u u′ ′ ′= − ⇒ = −  

• ( ) ( ) ( )2 2
2 2

1
tan 1 tan tan 1 tan .

cos cos

u
x x u u u

x u

′′ ′ ′= = + ⇒ = = +  

• ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

1
cot 1 cot cot 1 cot

sin sin

u
x x u u u

x u

′′ ′ ′= − = − + ⇒ ⇒ = − = − + . 

4. Vi phân 
o Định nghĩa :  

•  Cho hàm số ( )y f x= có đạo hàm tại 0x  vi phân của hàm số ( )y f x=  tại điểm 0x  

là :  
       ( ) ( )0 0 .df x f x x′= ∆  . 

• Cho hàm số ( )y f x= có đạo hàm ( )f x′  thì tích ( ).f x x′ ∆  được gọi là vi phân của 

hàm số ( )y f x=  .  Kí hiệu : ( ) ( ) ( ). .df x f x x f x dx′ ′= ∆ =   hay .dy y dx′=  . 

o Công thức tính gần đúng :  
         ( ) ( ) ( )0 0 0 .f x x f x f x x′+ ∆ ≈ + ∆  . 

5. Đạo hàm cấp cao 
o Đạo hàm cấp 2 :  

• Định nghĩa :  ( ) ( )f x f x ′′′ ′=     

• Ý nghĩa cơ học: Gia tốc tức thời của chuyển động ( )s f t=  tại thời điểm 0t  là   

( ) ( )0 0a t f t′′= . 

o Đạo hàm cấp cao :  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , , 2n nf x f x n n− ′ = ∈ ≥  
�  . 

• CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP :  
1. Tìm đạo hàm theo định nghĩa    
   
o Phương pháp : Để tìm đạo hàm theo định nghĩa ta có 2 cách sau : 

• Cách 1 : Theo quy tắc 
o Bước 1 : Cho x  một số gia x∆  và tìm số gia y∆  tìm ( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ −  . Lập 

tỉ số y

x

∆
∆

 

o Bước 2 : Tìm giới hạn 
0

lim
x

y

x∆ →

∆
∆

 

• Cách 2 : Áp dụng công thức: ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

' lim
x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  . 

2. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong 
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o Phương pháp :  
• Khi biết tiếp điểm :  Tiếp tuyến của đồ thị ( ) ( ):C y f x= tại ( )0 0;M x y , có phương trình 

là :   ( ) ( )0 0 0' .y f x x x y= − +   ( 1 ) . 

• Khi biết hệ số góc của tiếp tuyến: Nếu tiếp tuyến của đồ thị ( ) ( ):C y f x=  có hệ số 

góc là k  thì ta gọi ( )0 0 0;M x y là tiếp điểm ( )0'f x k⇒ =     (1)  

� Giải phương trình (1) tìm 0x  suy ra  ( )0 0y f x=   

� Phương trình tiếp tuyến phải tìm có dạng :  ( )0 0y k x x y= − +  

� Chú ý :  
� Hệ số góc của tiếp tuyến tại ( ) ( )0 0,M x y C∈ là  ( )0 tank f x α′= =  Trong 

đó α  là góc giữa chiều dương của trục hoành và tiếp tuyến .  
� Hai đường thẳng song song với nhau thì hệ số góc của chúng bằng 

nhau . 
� Hai đường thẳng vuông góc nếu tích hệ số góc của chúng bằng 1−  . 

• Biết tiếp tuyến đi qua điểm ( )1 1;A x y :     

� Viết phương trình tiếp tuyến của ( )y f x=  tại ( )0 0 0;M x y :   

( ) ( ) ( )0 0 0' . 1y f x x x y= − +   

� Vì  tiếp tuyến đi qua ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 0 0; ' . *A x y y f x x x f x⇒ = − +  
� Giải phương trình(*) tìm 0x  thế vào (1) suy ra phương trình tiếp tuyến . 

    

    

ĐĐĐĐẠẠẠẠO HÀMO HÀMO HÀMO HÀM    
1.Tóm tắt lý thuyết 

� Đạo hàm của )(xf  tại 0x , kí hiệu )( 0
' xf  hay )( 0

' xy  

0

000

0
0

' )()(
lim

)()(
lim)(

0 xx

xfxf

x

xfxxf
xf

xxx −

−
=

∆

−∆+
=

→→∆  

�
  dạng. 

))(( 00
'

0 xxxfyy −=−  

� Các công thức tính đạo hàm: 
Đạo hàm của hằng số: 

(C)’=  0 
Đạo hàm của x: 
 ( ) 1'=x  

    ( ) 1'
. −= nn xnx  

     
x

x
2

1
)( ' =  

Đạo hàm của hàm hợp: 
( ) ( )'' ukku =  

( ) '1'
.. uunu nn −=  

( ) ''
.

2

1
u

u
u =  
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2

'
11

xx
−=







  '
2

'

.
11

u
uu

−=






      (v = v(x) 0≠ ) 

 
Đạo hàm của Tổng, Hiệu, Tích, Thương: 
                                   ( ) '''' wvuwvu −+=−+  

( )

)0)((
2

'''

'''

≠=
−

=








+=

xvv
v

uvvu

v

u

uvvuuv

 

Giới hạn của 
x

xsin  

1
sin

lim
0

=
→ x

x
x

 

 
Đạo hàm của hàm số lượng giác: 

( ) xx cossin ' =  ( ) uuu cossin '' =  ( )'1' sin.sin)(sin uunu nn −=  

( ) xx sincos ' −=  ( ) uuu sincos '' −=  )'.(coscos)'(cos 1 uunu nn −=  

( )
x

x
2

'

cos

1
tan =  ( )

u

u
u

2

'
'

cos
tan =  

)'.(tantan)'(tan 1 uunu nn −=  

( )
x

x
2

'

sin

1
cot −=  ( )

u

u
2

'
'

sin
cot −=  

)'.(cotcot)'(cot 1 uunu nn −=  

Nếu hàm số u = g(x) có đạo hàm tại x là xu '  và hàm số )(ufy = có đạo hàm tại u là uy ' thì 
hàm hợp ))(( xgfy = có đạo hàm tại x là:  
 
2. Các bài toán cơ bản:  
Bài toán 1: Tính đạo hàm bằng định nghĩa: 

� Phương pháp giải 
Bước 1: Gọi x∆  là gia số của x tại 0x , tính 
                        )()( 00 xfxxfy −∆+=∆  

Bước 2: Lập tỉ số 
x

y

∆
∆  

Bước 3:Tìm 
x

y
x ∆

∆
→∆ 0

lim  

Bài toán 2: Chứng minh hàm số không hoặc có đạo hàm tại 0x   
� Phương pháp giải: Để chứng minh hàm số )(xfy =  không hoặc có đạo hàm tại x = 

0x ta làm như sau: 

              Tìm giới hạn 
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
+→

và 
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
−→

 của hàm số y = )(xf  sau đó so 

sánh  
 

( )
( ) '''

'''

vuvu

vuvu

−=−

+=+

xux uyy ''' .=
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0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
+→

  và 
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
−→

: 

� Nếu  
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
+→

= 
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
−→

 thì hàm số )(xfy =  có đạo hàm 

tại 0x . 

� Nếu  
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
+→

 ≠  
0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x −

−
−→

 thì hàm số )(xfy =  không có 

đạo hàm tại 0x . 
Bài toán 4: Viết phương trình tiếp tuyến của hàm số )(xfy =  
    Dạng 1: Cho hàm số )(xfy =  có đồ thị (C), viết phương trình tiếp tuyến tại điểm 
M( 00 ; yx ) 

� Phương pháp giải:  
                  Bước1: Xác định tọa độ 00 ; yx  

                        Bước 2: Tính đạo hàm của )(' xf  tại 0x  
                        Bước 3: Viết phương trình tiếp tuyến tại điểm M( 00 ; yx ), có dạng:    

))(( 00
'

0 xxxfyy −=−  
Bài toán 6: Giải bất phương trình.  

� Phương pháp giải: Để giải bất phương trình ta làm các bước sau: 
Bước 1: Tính đạo hàm của hàm số )(xf và )(xg (nếu có) 
Bước 2: Xác định điều kiện bất phương trình rồi thay )(' xf  và )(' xg (nếu có) vào điều 
kiện tìm nghiệm 0x  
Bước 3: Lập bảng xét dấu rồi kết luận tập nghiệm của bất phương trình. 
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CHƯƠNG 1 HÌNH HỌC 11   
(các dạng bài tập chính) 

I -  PHÉP TỊNH TIẾN 
1) tóm tắt lí thuyết 

a) ( ) ' '
v

T A A AA v= ⇔ =r

uuur r
 

b) 
( )
( )

'
' '

'
v

v

T M M
MN M N

T N N

 =
⇒ =

=

r

r

uuuur uuuuuur
 

c) Biểu thức thọa độ: Với ( ) ( ) ( ) ( )0 0; , ; , ' '; '
v

v x y M x y T M M x y= = =r

r
 thì 0

0

'

'

x x x

y y y

= +


= +
 

2) Dạng bài tập 
a) dạng 1: Cho điểm ( );A x y  tìm ảnh ( )' '; 'A x y  là ảnh của A  qua phép 

v
Tr  với 

( )0 0;v x y=
r

 

CÁCH GIẢI:  

ta có: 0

0

'

'

x x x

y y y

= +


= +
 

Vậy ( )0 0' ;A x x y y+ + . 

b) Dạng 2 :Cho đường thẳng : 0d ax by c+ + =  tìm ảnh của d qua phép 
v

Tr với ( )0 0;v x y=
r

 

CÁCH GIẢI : 
Gọi 'd  là ảnh của d qua phép 

v
Tr  với ( )0 0;v x y=

r
 

Cách 1 : 
Với ( );M x y d= ∈  ta có ( ) ( )' '; ' '

v
T M M x y d= ∈r .Áp dụng biểu thức tọa độ của phép 

v
Tr  : 

0 0

0 0

' '

' '

x x x x x x

y y y y y y

= + = − 
⇔ 

= + = − 
 

Khi đó ta có 
( ) ( )0 0 0 0' : ' ' 0 ' ' 0d a x x b y y c ax by ax by c− + − + = ⇔ + − − + =  

Vậy pt của d’ là : 0 0 0ax by ax by c+ − − + =  
Cách 2 ; 
Ta có d và d’ song song hoặc trùng nhau, vậy d’ có một vec tơ pháp tuyến là ( );n a b=

r
. 

Ta tìm 1 điểm thuộc d’. 

Ta có 0;
c

M d
b

 − ∈ 
 

, ảnh ( )' '; ' 'M x y d∈ , ta có 

0 0

0

' 0

'

x x x

c
y y

b

= + =



= − +

 

Phương trình của d’ là  
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( )0 0 0 00 0
c

a x x b y y ax by ax by c
b

 − + + − = ⇔ + − − + = 
 

 

II -  PHÉP ĐỐI XỨNG TRỤC (Xét đx trục Ox, đx trục Oy tương tự) 
1) tóm tắt lí thuyết 

a) ( ) 'D  lµ trung trùc cña MM'd M M d= ⇔  

b) 
( )
( )

'
' '

'

d

d

M M
M N MN

N N

 =
⇒ =

=

®

®
 

c) Biểu thức tọa độ của phép đx trục Ox 
'

'

x x

y y

=


= −
 

d) Biểu thức thọa độ của phép đx trục Oy 
'

'

x x

y y

= −


=
 

2) Bài tập 
a) dạng 1: Cho điểm ( );A x y  tìm ảnh ( )' '; 'A x y  là ảnh của A  qua phép Ox®  

CÁCH GIẢI : 

Ta có : 
'

'

x x

y y

=


= −
 vậy ( )' ;A x y−  

b) Dạng 2: Cho đường thẳng : 0d ax by c+ + =  tìm ảnh của d qua phép Ox®  
CÁCH GIẢI : 
+) Gọi d’ là ảnh của d, ta cần tìm pt của d’. 
Cách 1 : 
Với ( );M x y d= ∈ ta có ( ) ( )' '; ' 'Ox M M x y d= ∈® ,Áp dụng biểu thức tọa độcủa phép Ox®  

'

'

x x

y y

=


= −
 

Khi đó ta có ' ' 0ax by c− + =  
Vậy pt của d’ là 0ax by c− + =  
Cách 2 : 

Ta có 2 điểm 0; , ;0
c c

M N d
b a

   − − ∈   
   

, Gọi ảnh của chúng lần lượt là  

' 0; , ' ;0 '
c c

M N d
b a

   − ∈   
   

 

Phương trình của d’ là 

20
0 0

0 0

c
yx c c cb x y ax by c

c c b a ab
a b

−−
= ⇔ − + − = ⇔ − + =

− − −
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III -  PHÉP ĐỐI XỨNG TÂM 
1) tóm tắt lí thuyết 

a) ( ) 'I M M IM IM= ⇔ = −
uuur uuuur

®  

b) 
( )
( )

' '
'

I

I

M M
M N MN

N N

 =
⇒ = −

=

uuuuuur uuuur®

®
⇒ ' 'M N MN=  

c) Biểu thức tọa độ của phép đx tâm O(0 ;0) 
'

,
'

x x

y y

= −


= −
 

2) Bài tập 
a) dạng 1: Cho điểm ( );A x y  tìm ảnh ( )' '; 'A x y  là ảnh của A  qua phép O®  

CÁCH GIẢI : 

Ta có : 
'

'

x x

y y

= −


= −
 

b) Dạng 2 : Cho đường thẳng : 0d ax by c+ + =  tìm ảnh của d qua phép O®  
CÁCH GIẢI : 
+) Gọi d’ là ảnh của d, ta cần tìm pt của d’. 
Cách 1 : 
Với ( );M x y d= ∈  ta có ( ) ( )' '; ' 'O M M x y d= ∈® , Áp dụng biểu thức tọa độ của phép 

O®  
'

'

x x

y y

= −


= −
 

Khi đó ta có ' ' 0ax by c− − + =  
Vậy pt của d’ là 0ax by c+ − =  
Cách 2 : 
Ta có d và d’ song song hoặc trùng nhau, vậy d’ có một vec tơ pháp tuyến là ( );n a b=

r
. 

Ta tìm 1 điểm thuộc d’. 

Ta có 0;
c

M d
b

 − ∈ 
 

, ảnh ( )' '; ' 'M x y d∈ , ta có 

' 0

'

x

c
y

b

=



=

 

Vậy d’ có phương trình là : ( )0 0 0
c

a x b y ax by c
b

 − + − = ⇔ + − = 
 

 

IV -  PHÉP QUAY 
1) lí thuyết : 

a) ( ) ( )
( );

'
'

';O

OM OM
Q M M

OM OMα α

=
= ⇔ 

=
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b) 
( ) ( )

( ) ( )
;

;

'
' '

'

O

O

Q M M
M N MN

Q N N

α

α

 =
⇒ =

=

 

2) Bài tập : 
a) Dạng 1 : Cho điểm ( )' '; 'A a b  CM nó là ảnh của điểm ( );A a b  qua phép quay tâm O 

góc quay α , với 0 090 , 60α = ± ± . 
CÁCH GIẢI: 
+) Nếu 090α = ±  ta có: 

( ) ( )
( )0 0; 90

'
'

'; 90O

OA OA
Q A A

OA OA±

=
= ⇔ 

= ±
 

Để CM 'OA OA=  ta CM 'OA OA=
uuur uuur

2 2 2 2' 'a b a b⇔ + = +  

Để CM ( ) 0'; 90OA OA = ±  đầu tiên ta CM 'OA OA⊥ '. 0 ' ' 0OA OA a a b b⇔ = ⇔ + =
uuur uuur

 

NX trên hệ trục tọa độ chiều quay từ A đến A’ là dương hay âm, từ đó suy ra 
( ) 0'; 90OA OA =  hoặc ( ) 0'; 90OA OA = −  tùy theo đề bài. 

+) Nếu 060α = ±  cách giải tương tự, để CM ( ) 0'; 60OA OA = ±  ta có thể CM tam giác 

OAA’ đều, rồi NX trên hệ trục tọa độ. 
b) Dạng 2 : Cho đường thẳng : 0d ax by c+ + =  tìm ảnh của d qua phép ( );OQ α . với 

0 090 , 60α = ± ±  
CÁCH GIẢI:  
Ta tìm tọa độ của 2 điểm A’,B’ lần lượt là  ảnh của 2 điểm A,B thuộc đường thẳng d 
qua ( );OQ α . Nên chọn A,B lần lượt là giao của d với các trục tọa độ. Khi đó ảnh của d là 

đường thẳng A’B’. 

ÔN HÌNH HỌC CHƯƠNG I  
I. Phép dời hình là phép biến hình không làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm bất kì, 
nghĩa là nếu phép dời hình biến hai điểm M, N lần lượt thành hai điểm M’, N’ thì M’N’ = 
MN. 

Các tính chất của phép dời hình: biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và 
không làm thay đổi thứ tự ba điểm đó, biến đường thẳng thành đường thẳng, biến tia thành 
tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó, biến góc thành góc bằng nó, biến tam giác 
thành tam giác bằng nó, biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính. 
II- Các phép dời hình cụ thể: 

1- Phép tịnh tiến :Trong mặt phẳng , cho véc tơ ( );v a b
r

 . Phép tịnh tiến theo véc tơ 

( );v a b
r

 là phép biến hình , biến một điểm M thành một điểm M’  sao cho 'MM v=
uuuuur r

 
Ký hiệu : v

T r .  

Biểu thức tọa độ : 
Trong mặt phẳng Oxy cho M( x ; y ) ; V( a , b) .  
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Gọi  M/( x/ ; y1) = Tv  (M) khi đó :       x/ = x + a 
                                                             y/ = y + b 
2- Phép quay Trong mặt phẳng cho điểm I cố định và góc lượng giác α  không đổi . Phép 
biến hình biến điểm I thành điểm I, biến điểm M khác I thành điểm M’ sao cho IM=IM’và 
góc (IM;IM’)= α . Được gọi là phép quay tâm I góc quay là α . 
kí hiệu Q( I ,α ) 

Chiều quay dương ngược chiều quay của kim đồng hồ                   ( + ) 
Chiều quay âm trùng chiều quay của kim đồng hồ                          ( - ) 
*Biểu thức tọa độ của phép quay có tâm I(a;b) điểm M(x;y) , điểm M’(x’;y’) và góc quay 

là α : 

 Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho Q(I,α ) , với I(a; b). Khi đó Q(I,α )  biến điểm M (x; y) 

thành M’(x’; y’)  xác định bởi:  





−+−+=

−−−+=

αα

αα

cos)(sin)('

sin)(cos)('

byaxby

byaxax
  hoặc với tâm O (0;0 )      x/ = x.cosα  -  y.sinα  

 CẦN NHỚ:                                                                                y/ = x.sinα + y. cosα  
 1. Phương trình đường tròn dạng tổng quát :Cho Đường tròn (I) có  tâm I (a, b) và R 
là bán kính.   :   (x – a)2 + (y – b)2 = R2 

2. Phương trình đường tròn dạng khai triển :      x2 + y2 – 2ax – 2by + c = 0 
trong đó tâm I(a, b) và bán kính R =  
3.Hai đường thẳng thẳng song  d // d1 : 
(d) : ax + by + c =0 
(d1): a1x + b1y + c1 = 0 
 

3-Phép vị tự   Cho điểm O và một số 0k ≠ . Phép biến hình biến mỗi điểm M thành một 
điểm M’ sao cho 'OM kOM=

uuuuur uuuur
 được gọi là phép vị tự tâm , tỉ số vị tự là k . 

Ký hiệu : ( , ) : 'O kV M M→ , hay : M’= ( ) ( ) ( ), 1
,

'O k
O

k

V M M V M
 
 
 

⇔ =  

Trên mặt phẳng xOy biết tâm vị tự có tọa đô : I ( x0 ; y0 ) và điểm M ( x ; y ) thì tọa độ của 
M/ ( x/  ; y/ ) được xác định biểu thức tọa độ của phép vị tự là :     x/ = kx + (1- k).x0 

                                                                                                             y/ = ky + (1-k).y0
 

Hoặc tại tâm O(0;0)         x/ = k. x 
                                         y/ = k . y 
Biết phép vị tự suy ra tỉ số vị tự k , ví dụ : cho M/ = V( I ; -2 ) (M) => k = -2 
4- Phép đồng dạng tỉ số k ( k > 0 ) là phép biến hình biến mỗi cặp điểm M, N thành cặp 
điểm M’, N’ sao cho M’N’ = kMN. 
�Cho một điểm O cố định, số dương k không đổi và góc α   ( )180

00
≤≤ αo , phép đồng 

dạng tâm O, tỉ số  k, góc α  là góc biến hình, biến điểm M thành M/ sao cho : 
    OM/ = k . OM 
                                                      Kí hiệu : phép đồng dạng  S(O, k, α ) 

� a = a1 ; b = b1; c ≠  c1 
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     ( OM, OM/ ) =  α            (Tâm đông dạng O, tỉ số đồng dạng k, góc đồng dạngα ) 
Nếu k = 1 , phép đồng dạng biến thành phép quay Q ( O; α  ) 
Nếu α  = 00 , phép đồng dạng biến thành phép vị tự V ( O; k ) 
Nếu α  = 1800 , phép đồng dạng biến thành phép vị tự V ( O; - k ) 
Phép đồng dạng có các tính chất: biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng (và 
không làm thay đổi thứ tự ba điểm đó), biến đường thẳng thành đường thẳng, biến tia thành 
tia, biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng mà độ dài được nhân lên với k ( k là tỉ số của phép 
đồng dạng), biến tam giác thành tam giác đồng dạng với tỉ số k, biến một góc thành góc có 
cùng số đo, biến đường tròn bán kính R thành đường tròn có bán kính  R/ = k.R ; OI/ = 
K.OI; (OI, OI/ ) = α  
- Định nghĩa về hai hình bằng nhau: Hai hình gọi là bằng nhau nếu có phép dời hình biến 
hình này thành hình kia. 
Các tính chất của phép vị tự: Phép vị tự tâm O tỉ số k là một phép đồng dạng tỉ số nên 
có các tính chất của phép đồng dạng. Ngoài ra, phép vị tự có tính chất đặc biệt sau: đường 
thẳng nối một điểm và ảnh của nó luôn luôn đi qua O; ảnh d’ của đường thẳng d luôn song 
song hoặc trùng với d. 
- Mỗi phép đồng dạng bao giờ cũng có thể xem là hợp thành của một phép vị tự và một 
phép dời hình. 
- Định nghĩa về hai hình đồng dạng: Hai hình được gọi là đồng dạng với nhau nếu có 
phép đồng dạng biến hình này thành hình kia. 
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Chương I 
 PHÉP DỜI HÌNH PHÉP ĐỒNG DẠNG TRONG MẶT PHẲNG 

 
A) PHÉP DỜI HÌNH (là phép biến hình bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kỳ) 
 

1) Phép tịnh tiến 
( ) '

'

v
T M M

MM v

=

⇔ =

r

uuuuur r     

Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y  qua 
phép tịnh tiến theo ( ; )v a b

r
 

Khi đó: 
'

'

x x a

y y b

= +


= +
 

2) Phép đối xứng trục Ox 
( ) 'OxĐ M M=    

Nghĩa là M’ đối xứng với M qua trục tọa 
độ Ox  

 
Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y  qua phép 
đối xứng trục Ox 

Khi đó: 
'

'

x x

y y

=


= −
 

 
3) Phép đối xứng trục Oy 

( ) 'OyĐ M M=    

Nghĩa là M’ đối xứng với M qua trục tọa 
độ Oy  

 
Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y  qua phép 
đối xứng trục Oy 

Khi đó: 
'

'

x x

y y

= −


=
 

 

 
4) Phép đối xứng trục : 0d ax by c+ + =  bất 
kỳ 
B1: Viết phương trình đường thẳng ∆đi qua 
điểm M và vuông góc với đường thẳng d: 

        0 0

0 0

: ( ) ( ) 0

0

b x x a y y

bx ay bx ay

∆ − − + − =

⇔ − + + − =
 

B2: Giải hệ phương trình sau để tìm giao 
điểm ( ; )k kK x y của d và ∆ : 

( )

( )

0 0

0 0

0

0

ax by c

bx ay bx ay

ax by c

bx ay bx ay

+ + =


− + + − =

+ = −
⇔ 

− + = − −

 

B3: Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y qua 
phép đối xứng trục d. 

Khi đó: 
' 2

' 2
k

k

x x x

y y y

= −


= −
  Thay tọa độ vào tìm 

được M’ 
5) Phép đối xứng tâm O 

( ) 'OĐ M M=    
Nghĩa là M’ đối xứng với M qua gốc tọa 
độ O  

 
Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y  qua phép 
đối xứng tâm O 

6) Phép đối xứng tâm ( ; )H HH x y bất kỳ 
( ) 'HĐ M M=    

Nghĩa là M’ đối xứng với M qua tâm H  
 
Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y  qua phép 
đối xứng tâm H 
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Khi đó: 
'

'

x x

y y

= −


= −
 Khi đó: 

' 2

' 2
H

H

x x x

y y y

= −


= −
 

 
 
7) Phép quay tâm O, góc α  

( , ) ( ) '

'

( ' ; )

OQ M M

OM OM

OM OM

α

α

=

=
⇔ 

=

 

 

 
 
* Chú ý:  
+ Đường chéo hình vuông cạnh a có độ dài: 

2a  
+ Phương trình đường thẳng 

0 0 0( ; )
:

( ; )

qua M x y
d

VTPT n a b





r  

                    0 0: ( ) ( ) 0d a x x b y y− + − =  
+ Phương trình đường tròn ( )C  
Dạng 1: tâm ( ; )I a b , bán kính R  

2 2 2( ) ( )x a y b R− + − =   
Dạng2: tâm ( ; )I a b , bán kính 

( ) ( ) ( )2 2
R a b c= + −  

2 2 2 2 0x y ax by c+ − − + =  
 

 
 
B) PHÉP ĐỒNG DẠNG  

8) Phép vị tự tâm O (tỉ số k) 
( , ) ( ) '

' .

O kV M M

OM k OM

=

⇔ =
uuuuur uuuur  

Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y  qua phép 
vị tự tâm O 

Khi đó: 
' .

' .

x k x

y k y

=


=
 

 

9) Phép vị tự tâm ( , )H HH x y bất kỳ (tỉ số k) 

    ( , ) ( ) '

' .

H kV M M

HM k HM

=

⇔ =
uuuuur uuuur  

Gọi '( ' ; ')M x y  là ảnh của ( ; )M x y  qua phép 
vị tự tâm ( , )H HH x y  

Khi đó: 
' .( )

' .( )
H H

H H

x k x x x

y k y y x

= − −


= − −
 

 
 
10) Phép đồng dạng (tỉ số 0k > ) 
- Phép dời hình là phép đồng dạng tỉ số 1 
- Phép vị tự tỉ số k là phép đồng dạng tỉ số 
k  

 

 
* Chú ý: 
- Hai hình bằng nhau khi có phép dời hình 
biến hình này thành hình kia. 
- Hai hình đồng dạng với nhau khi có phép 
đồng dạng biến hình này thành hình kia. 

 
 
* Phép tịnh tiến: + Biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó 
                           + Biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng nó 
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                           + Biến tam giác thành tam giác bằng nó 
                           + Biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kính 
 
 

CHÖÔNG II: 
ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG TRONG KHOÂNG GIAN , QUAN HEÄ SONG SONG 
I. ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG TRONG KHOÂNG GIAN 
1. Xaùc ñònh moät maët phaúng  
 • Ba ñieåm khoâng thaúng haøng thuoäc maët phaúng. (mp(ABC), (ABC)) 
 • Moät ñieåm vaø moät ñöôøng thaúng khoâng ñi qua ñieåm ñoù thuoäc maët phaúng. (mp(A,d)) 
 • Hai ñöôøng thaúng caét nhau thuoäc maët phaúng. (mp(a, b)) 
2. Moät soá qui taéc veõ hình bieåu dieãn cuûa hình khoâng gian 
 • Hình bieåu dieãn cuûa ñöôøng thaúng laø ñöôøng thaúng, cuûa ñoaïn thaúng laø ñoaïn thaúng. 
 • Hình bieåu dieãn cuûa hai ñöôøng thaúng song song laø hai ñöôøng thaúng song song, cuûa 
hai ñöôøng thaúng caét nhau laø hai ñöôøng thaúng caét nhau. 
 • Hình bieåu dieãn phaûi giöõ nguyeân quan heä thuoäc giöõa ñieåm vaø ñöôøng thaúng. 
 • Ñöôøng nhìn thaáy veõ neùt lieàn, ñöôøng bò che khuaát veõ neùt ñöùt. 
VAÁN ÑEÀ 1: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng  
 Muoán tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng ta coù theå tìm hai ñieåm chung phaân bieät cuûa 
hai maët phaúng. Khi ñoù giao tuyeán laø ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm chung ñoù. 
VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng   
 Muoán tìm giao ñieåm cuûa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng ta coù theå tìm giao ñieåm 
cuûa ñöôøng thaúng ñoù vôùi moät ñöôøng thaúng naèm trong maët phaúng ñaõ cho. 
VAÁN ÑEÀ 3: Chöùng minh ba ñieåm thaúng haøng, ba ñöôøng thaúng ñoàng qui   
 • Muoán chöùng minh ba ñieåm thaúng haøng ta coù theå chöùng minh chuùng cuøng thuoäc hai 
maët phaúng phaân bieät. 
 • Muoán chöùng minh ba ñöôøng thaúng ñoàng qui ta coù theå chöùng minh giao ñieåm cuûa 
hai ñöôøng thaúng naøy laø ñieåm chung cuûa hai maët phaúng maø giao tuyeán laø ñöôøng thaúng thöù 
ba. 
VAÁN ÑEÀ 4: Xaùc ñònh thieát dieän cuûa moät hình choùp vôùi moät maët phaúng    
Muoán xaùc ñònh thieát dieän cuûa moät hình choùp vôùi maët phaúng (P) ta coù theå laøm nhö sau: 
 • Töø ñieåm chung coù saün, xaùc ñònh giao tuyeán ñaàu tieân cuûa (P) vôùi moät maët cuûa hình 
choùp (coù theå laø maët phaúng trung gian). 
 • Cho giao tuyeán naøy caét caùc caïnh cuûa maët ñoù cuûa hình choùp, ta seõ ñöôïc caùc ñieåm 
chung môùi cuûa (P) vôùi caùc maët khaùc. Töø ñoù xaùc ñònh ñöôïc caùc giao tuyeán môùi vôùi caùc maët 
naøy. 
 • Tieáp tuïc nhö treân cho tôùi khi caùc giao tuyeán kheùp kín ta ñöôïc thieát dieän. 
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II. HAI ÑÖÔØNG THAÚNG SONG SONG 
 
1. Ñònh nghóa 

  
, ( )

/ /
a b Pa b
a b
 ⊂⇔  ∩ = ∅  

2. Tính chaát 
 • Neáu ba maët phaúng phaân bieät caét nhau töøng ñoâi moät theo ba giao tuyeán phaân bieät 
thì ba giao tuyeán aáy hoaëc ñoàng qui hoaëc ñoâi moät song song. 
 • Neáu hai maët phaúng caét nhau laàn löôït ñi qua hai ñöôøng thaúng song song thì giao 
tuyeán cuûa chuùng song song vôùi hai ñöôøng thaúng ñoù hoaëc truøng vôùi moät trong hai ñöôøng 
thaúng ñoù. 
 • Hai ñöôøng thaúng phaân bieät cuøng song song vôùi ñöôøng thaúng thöù ba thì song song 
vôùi nhau. 
VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh hai ñöôøng thaúng song song 
Phöông phaùp: Coù theå söû duïng 1 trong caùc caùch sau: 
 1. Chöùng minh 2 ñöôøng thaúng ñoù ñoàng phaúng, roài aùp duïng phöông phaùp chöùng minh 
song song trong hình hoïc phaúng (nhö tính chaát ñöôøng trung bình, ñònh lí Taleùt ñaûo, …) 
 2. Chöùng minh 2 ñöôøng thaúng ñoù cuøng song song vôùi ñöôøng thaúng thöù ba. 
 3. AÙp duïng ñònh lí veà giao tuyeán song song. 
 
VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng  
Phöông phaùp:  
  • Tìm moät ñieåm chung cuûa hai maët phaúng.  
  • AÙp duïng ñònh lí veà giao tuyeán ñeå tìm phöông cuûa giao tuyeán. 
 Giao tuyeán seõ laø ñöôøng thaúng qua ñieåm chung vaø song song vôùi ñöôøng thaúng aáy. 
 
III. ÑÖÔØNG THAÚNG vaø MAËT PHAÚNG SONG SONG 
1. Ñònh nghóa 
  d // (P) ⇔ d ∩ (P) = ∅ 
2. Tính chaát 
 • Neáu ñöôøng thaúng d khoâng naèm treân maët phaúng (P) vaø d song song vôùi ñöôøng thaúng 
d′ naèm trong (P) thì d song song vôùi (P). 
 • Neáu ñöôøng thaúng d song song vôùi maët phaúng (P) thì moïi maët phaúng (Q) chöùa d maø 
caét (P) thì caét theo giao tuyeán song song vôùi d. 
 • Neáu hai maët phaúng caét nhau cuøng song song vôùi moät ñöôøng thaúng thì giao tuyeán 
cuûa chuùng cuõng song song vôùi ñöôøng thaúng ñoù. 
 • Neáu hai ñöôøng thaúng a vaø b cheùo nhau thì coù duy nhaát moät maët phaúng chöùa a vaø 
song song vôùi b. 
VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh ñöôøng thaúng song song vôùi maët phaúng   
Phöông phaùp: Ta chöùng minh d khoâng naèm trong (P) vaø song song vôùi moät ñöôøng thaúng d′ 
naøo ñoù naèm trong (P). 

a

b

P
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VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng   
Phöông phaùp: Tìm phöông cuûa giao tuyeán. Töø ñoù xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp taïo bôûi 
maët phaúng song song vôùi moät hoaëc hai ñöôøng thaúng cho tröôùc. 
 
IV. HAI MAËT PHAÚNG SONG SONG 
 
1. Ñònh nghóa 
  (P) // (Q) ⇔ (P) ∩ (Q) = ∅ 
2. Tính chaát 
 • Neáu maët phaúng (P) chöùa hai ñöôøng thaúng a, b caét nhau vaø cuøng song song vôùi maët 
phaúng (Q) thì (P) song song vôùi (Q). 
 • Neáu ñöôøng thaúng d song song vôùi mp(P) thì coù duy nhaát moät mp(Q) chöùa d vaø song 
song vôùi (P). 
 • Hai maët phaúng phaân bieät cuøng song song vôùi maët phaúng thöù ba thì song song vôùi 
nhau. 
 • Cho moät ñieåm A ∉ (P). khi ñoù moïi ñöôøng thaúng ñi qua A vaø song song vôùi (P) ñeàu 
naèm trong moät mp(Q) ñi qua A vaø song song vôùi (P). 
 • Neáu moät maët phaúng caét moät trong hai maët phaúng song song thì cuõng caét maët 
phaúng kia vaø caùc giao tuyeán cuûa chuùng song song vôùi nhau. 
 • Hai maët phaúng song song chaén treân hai caùt tuyeán song song nhöõng ñoaïn thaúng 
baèng nhau. 
 • Ñònh lí Thales: Ba maët phaúng ñoâi moät song song chaén treân hai caùt tuyeán baát kì 
nhöõng ñoaïn thaúng töông öùng tæ leä. 
 • Ñònh lí Thales ñaûo: Giaû söû treân hai ñöôøng thaúng d vaø d′ laàn löôït laáy caùc ñieåm A, B, C 
vaø A′, B′, C′ sao cho: 

    ' ' ' ' ' '

A B BC CA

A B B C C A
= =

 
 Khi ñoù, ba ñöôøng thaúng AA′, BB′, CC′ laàn löôït naèm treân ba maët phaúng song song, töùc 
laø chuùng cuøng song vôùi moät maët phaúng. 
 
VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh hai maët phaúng song song   
Phöông phaùp: Chöùng minh maët phaúng naøy chöùa hai ñöôøng thaúng caét nhau laàn löôït song 
song vôùi hai ñöôøng thaúng trong maët phaúng kia. 
 
VAÁN ÑEÀ 2: Tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng    
Phöông phaùp: 
 • Tìm phöông cuûa giao tuyeán baèng caùch söû duïng ñònh lí: Neáu 2 maët phaúng song song 
bò caét bôûi 1 maët phaúng thöù ba thì 2 giao tuyeán song song. 
 • Söû duïng ñònh lí treân ñeå xaùc ñònh thieát dieän cuûa hình choùp bò caét bôûi 1 maët phaúng 
song song vôùi 1 maët phaúng cho tröôùc. 
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CHÖÔNG III:  
VECTÔ TRONG KHOÂNG GIAN 

QUAN HEÄ VUOÂNG GOÙC TRONG KHOÂNG GIAN 
 

I. VECTÔ TRONG KHOÂNG GIAN 
 
1. Ñònh nghóa vaø caùc pheùp toaùn  
 • Ñònh nghóa, tính chaát, caùc pheùp toaùn veà vectô trong khoâng gian ñöôïc xaây döïng hoaøn 

toaøn töông töï nhö trong maët phaúng. 
 • Löu yù: 
 + Qui taéc ba ñieåm: Cho ba ñieåm A, B, C baát kyø, ta coù: A B BC A C+ =

uuur uuur uuur

 
 + Qui taéc hình bình haønh: Cho hình bình haønh ABCD, ta coù: A B A D A C+ =

uuur uuur uuur

 
 + Qui taéc hình hoäp: Cho hình hoäp ABCD.A′B′C′D′, ta coù: ' 'A B A D A A A C+ + =

uuur uuur uuur uuuur

 
 + Heâï thöùc trung ñieåm ñoaïn thaúng: Cho I laø trung ñieåm cuûa ñoaïn thaúng AB, O tuyø yù.  
   Ta coù:  0IA IB+ =

uur uur r
; 2OA OB OI+ =

uuur uuur uur

 
 + Heä thöùc troïng taâm tam giaùc: Cho G laø troïng taâm cuûa tam giaùc ABC, O tuyø yù. Ta coù: 
     0; 3GA GB GC OA OB OC OG+ + = + + =

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuurr
 

 + Heä thöùc troïng taâm töù dieän: Cho G laø troïng taâm cuûa töù dieän ABCD, O tuyø yù. Ta coù: 
     0; 4GA GB GC GD OA OB OC OD OG+ + + = + + + =

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuurr
 

 + Ñieàu kieän hai vectô cuøng phöông: ( 0) ! :a vaø b cuø ng phöông a k R b ka≠ ⇔ ∃ ∈ =
r r rr r r  

 + Ñieåm M chia ñoaïn thaúng AB theo tæ soá k (k ≠ 1), O tuyø yù. Ta coù: 

     ;
1

OA k OB
M A k MB OM

k

−
= =

−

uuur uuur
uuur uuur uuuur

 

2. Söï ñoàng phaúng cuûa ba vectô 
 • Ba vectô ñöôïc goïi laø ñoàng phaúng neáu caùc giaù cuûa chuùng cuøng song song vôùi moät maët 

phaúng. 
 • Ñieàu kieän ñeå ba vectô ñoàng phaúng: Cho ba vectô , ,a b c

rr r , trong ñoù a vaø b
rr  khoâng cuøng 

phöông. Khi ñoù: , ,a b c
rr r ñoàng phaúng ⇔ ∃! m, n ∈ R: c ma nb= +

rr r  
 • Cho ba vectô , ,a b c

rr r  khoâng ñoàng phaúng, x
r  tuyø yù.  

  Khi ñoù:  ∃! m, n, p ∈ R: x ma nb pc= + +
rr r r  

3. Tích voâ höôùng cuûa hai vectô 
 • Goùc giöõa hai vectô trong khoâng gian:  
   � �0 0, ( , ) (0 180 )A B u A C v u v BA C BA C= = ⇒ = ≤ ≤

uuur uuur
r r r r  

 • Tích voâ höôùng cuûa hai vectô trong khoâng gian:  
  + Cho , 0u v ≠

rr r . Khi ñoù:  . . .cos( , )u v u v u v=
r r r r r r  

  + Vôùi 0 0u hoaë c v= =
r rr r . Qui öôùc: . 0u v =

r r     
  + . 0u v u v⊥ ⇔ =

r r r r
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II. HAI ÑÖÔØNG THAÚNG VUOÂNG GOÙC 
 
1. Vectô chæ phöông cuûa ñöôøng thaúng: 0a ≠

rr  laø VTCP cuûa d neáu giaù cuûa a
r  song song hoaëc 

truøng vôùi d. 
2. Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng:  
 • a′//a, b′//b ⇒ �( ) �( ), ', 'a b a b=  
 • Giaû söû u

r  laø VTCP cuûa a, v
r  laø VTCP cuûa b, ( , )u v =

r r
α .  

  Khi ñoù:  �( ) 0 0

0 0 0
0 180

,
180 90 180

ne á ua b
ne á u

 ≤ ≤= 
− < ≤

α α
α α

 

 • Neáu a//b hoaëc a ≡ b thì �( ) 0, 0a b =  

 Chuù yù:  �( )0 00 , 90a b≤ ≤  
3. Hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc: 
 •  a ⊥ b ⇔ �( ) 0, 90a b =  
 • Giaû söû u

r  laø VTCP cuûa a, v
r  laø VTCP cuûa b. Khi ñoù . 0a b u v⊥ ⇔ =

r r .  
 • Löu yù: Hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi nhau coù theå caét nhau hoaëc cheùo nhau. 

 
 
 

III. ÑÖÔØNG THAÚNG VUOÂNG GOÙC VÔÙI MAËT PHAÚNG 
 
1. Ñònh nghóa 
   d ⊥ (P) ⇔ d ⊥ a, ∀a ⊂ (P) 
2. Ñieàu kieän ñeå ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng  

   , ( ),
( )

,
a b P a b O d P
d a d b
 ⊂ ∩ =

⇒ ⊥ ⊥ ⊥
 

3. Tính chaát 
 • Maët phaúng trung tröïc cuûa moät ñoaïn thaúng laø maët phaúng vuoâng goùc vôùi ñoaïn thaúng 

taïi trung ñieåm cuûa noù. 
 Maët phaúng trung tröïc cuûa ñoaïn thaúng laø taäp hôïp caùc ñieåm caùch ñeàu hai ñaàu muùt cuûa 

ñoaïn thaúng ñoù. 

 • ( )
( )

a b P b
P a

 ⁄⁄
⇒ ⊥ ⊥

   • 
( ), ( )

a b a b
a P b P
 ≠

⇒ ⁄⁄ ⊥ ⊥
 

 • ( ) ( )
( )

( )
P Q a Q

a P
 ⁄⁄

⇒ ⊥ ⊥
   • ( ) ( )

( ) )
( ) ,( )

P Q P Q
P a Q a

 ≠
⇒ ⁄⁄( ⊥ ⊥

 

 • ( )
( )

a P b a
b P
 ⁄⁄

⇒ ⊥ ⊥
   • ( )

)
,( )

a P a P
a b P b
 ⊄

⇒ ⁄⁄( ⊥ ⊥
 

4. Ñònh lí ba ñöôøng vuoâng goùc 
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 Cho ( ), ( )a P b P⊥ ⊂ , a′ laø hình chieáu cuûa a treân (P). Khi ñoù   b ⊥ a ⇔ b ⊥ a′ 
5. Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng  
 • Neáu  d ⊥ (P) thì �( ),( )d P  = 900. 

 • Neáu ( )d P⊥  thì �( ),( )d P  = �( ), 'd d  vôùi d′ laø hình chieáu cuûa d treân (P). 

 Chuù yù:   00 ≤ �( ),( )d P  ≤ 900. 

 
VAÁN ÑEÀ 1: Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng 

Chöùng minh hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc  
* Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng 
 Ñeå chöùng minh d ⊥  (P), ta coù theå chöùng minh bô û i moät trong caùc caùch sau : 
 • Chöùng minh d vuoân g g oùc vôùi hai ñöô øng thaú ng a , b caét nhau naèm trong  ( P). 
 • Chöùng minh d vuoân g g oùc vôùi (Q) vaø (Q) // (P). 
 • Chöùng minh d // a vaø a ⊥ (P). 
* Chöùng minh hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc 
Ñeå chöùng minh d ⊥  a, ta coù theå chöùng minh bô ûi moät trong caùc caùc h sau:  
 • Chöùng minh d vuoân g g oùc vôùi (P) vaø (P) chö ùa a.  
 • Söû duïn g ñònh lí ba ñö ôø ng vuoâng goùc.  
 • Söû duïn g caùc caùc h chöùn g minh ñaõ bieát ôû phaà n tröôùc. 
 

IV. HAI MAËT PHAÚNG VUOÂNG GOÙC 
 

1. Goùc giöõa hai maët phaúng  

 • �( ) �( )( )
( ),( ) ,

( )
a P P Q a b
b Q
 ⊥

⇒ = ⊥
 

 • Giaû söû (P) ∩ (Q) = c. Töø I ∈ c, döïng ( ),
( ),

a P a c
b Q b c
 ⊂ ⊥
 ⊂ ⊥

 ⇒ �( ) �( )( ),( ) ,P Q a b=  

 Chuù yù:  �( )0 00 ( ),( ) 90P Q≤ ≤  
2. Dieän tích hình chieáu cuûa moät ña giaùc 
 Goïi S laø dieän tích cuûa ña giaùc (H) trong (P), S′ laø dieän tích cuûa hình chieáu (H′) cuûa (H) treân 

(Q), ϕ = �( )( ),( )P Q . Khi ñoù: S′ = S.cosϕ 
3. Hai maët phaúng vuoâng goùc 
 •  (P) ⊥ (Q) ⇔ �( ) 0( ),( ) 90P Q =  

 • Ñieàu kieän ñeå hai maët phaúng vuoâng goùc vôùi nhau: ( )
( ) ( )

( )
P a P Q

a Q
 ⊃

⇒ ⊥ ⊥
 

4. Tính chaát 

 • ( ) ( ),( ) ( )
( )

( ),
P Q P Q c a Q

a P a c
 ⊥ ∩ =

⇒ ⊥ ⊂ ⊥
  • 

( ) ( )
( ) ( )
, ( )

P Q
A P a P

a A a Q

 ⊥


∈ ⇒ ⊂
 ∋ ⊥
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 • 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

P Q a
P R a R

Q R

 ∩ =


⊥ ⇒ ⊥
 ⊥

 

VAÁN ÑEÀ 1: Goùc giöõa hai maët phaúng   
Phöông phaùp: Muo án tìm goùc giöõa h ai maët phaúng ( P) vaø (Q) ta coù theå söû duï ng moät trong caùc caùc h sa u: 

 • Tìm hai ñöôøng tha úng a,  b: a ⊥ (P), b ⊥ (Q). Khi ñoù: �( ) �( )( ),( ) ,P Q a b= . 

 • Giaû söû (P) ∩ (Q) = c. Töø I ∈ c, döïng ( ),
( ),

a P a c
b Q b c
 ⊂ ⊥
 ⊂ ⊥

 ⇒ �( ) �( )( ),( ) ,P Q a b=  

VAÁN ÑEÀ 2:  Chöùng minh hai maët phaúng vuoâng goùc. 
Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng. 

* Chöùng minh hai maët phaúng vuoâng goùc 
 Ñeå chöùng minh  (P) ⊥ (Q), ta coù theå chöùng minh bôûi moät trong caùc caùch sau: 
 • Chöùng minh trong (P) coù moät ñöôøng thaúng a maø a ⊥ (Q). 

 • Chöùng minh �( ) 0( ),( ) 90P Q =  

* Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng  
Ñeå chöùng minh d ⊥  (P), ta coù theå chöùng minh bôûi moät trong caùc caùch sau: 
 • Chöùng minh d ⊂ (Q) vôùi (Q) ⊥ (P) vaø d vuoâng goùc vôùi giao tuyeán c cuûa (P) vaø (Q). 
 • Chöùng minh d = (Q) ∩ (R) vôùi (Q) ⊥ (P) vaø (R) ⊥ (P). 
 • Söû duïng caùc caùch chöùng minh ñaõ bieát ôû phaàn tröôùc. 

VAÁN ÑEÀ 3:  Tính dieän tích hình chieáu cuûa ña giaùc 
Phöông phaùp: Goïi S laø dieän tích cuûa ña giaùc (H) trong (P), S′ laø dieän tích cuûa hình chieáu (H′) cuûa (H) 

treân (Q), ϕ = �( )( ),( )P Q . Khi ñoù: S′ = S.cosϕ 

IV. KHOAÛNG CAÙCH 
 
1. Khoaûng caùch töø moät ñieåm ñeán moät ñöôøng thaúng, ñeán moät maët phaúng  
   ( , )

( ,( ))
d M a MH
d M P MH

=
=

 trong ñoù H laø hình chieáu cuûa M treân a hoaëc (P).  

2. Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng song song, giöõa hai maët phaúng song song 
  d(a,(P)) = d(M,(P)) trong ñoù M laø ñieåm baát kì naèm treân a. 
  d((P),(Q) = d(M,(Q)) trong ñoù M laø ñieåm baát kì naèm treân (P). 
3. Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau 
 • Ñöôøng thaúng ∆ caét caû a, b vaø cuøng vuoâng goùc vôùi a, b ñöôïc goïi laø ñöôøng vuoâng goùc 
 chung cuûa a, b. 
 • Neáu ∆ caét a, b taïi I, J thì IJ ñöôïc goïi laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a, b. 
 • Ñoä daøi ñoaïn IJ ñöôïc goïi laø khoaûng caùch giöõa a, b. 
 • Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau baèng khoaûng caùch giöõa moät trong hai 
 ñöôøng thaúng ñoù vôùi maët phaúng chöùa ñöôøng thaúng kia vaø song song vôùi noù. 
 • Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau baèng khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng 
 song song laàn löôït chöùa hai ñöôøng thaúng ñoù. 
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VAÁN ÑEÀ 1:  Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau  

Phöông phaùp: Döïng ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau a vaø b. 
 Caùch 1: Giaû söû a ⊥ b: 
  • Döïng maët phaúng (P) chöùa b vaø vuoâng goùc vôùi a taïi A. 
  • Döïng AB ⊥ b taïi B 
  ⇒ AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a vaø b. 
 Caùch 2: Söû duïng maët phaúng song song. 
  • Döïng maët phaúng (P) chöùa b vaø song song vôùi a. 
  • Choïn M ∈ a, döïng MH ⊥ (P) taïi H. 
  • Töø H döïng ñöôøng thaúng a′ // a, caét b taïi B. 
  • Töø B döïng ñöôøng thaúng song song MH, caét a taïi A. 
  ⇒ AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a vaø b. 
  Chuù yù: d(a,b) = AB = MH = a(a,(P)). 
 Caùch 3: Söû duïng maët phaúng vuoâng goùc. 
  • Döïng maët phaúng (P) ⊥ a taïi O. 
  • Döïng hình chieáu b′ cuûa b treân (P). 
  • Döïng OH ⊥ b′ taïi H. 
  • Töø H, döïng ñöôøng thaúng song song vôùi a, caét b taïi B. 
  • Töø B, döïng ñöôøng thaúng song song vôùi OH, caét a taïi A. 
  ⇒ AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa a vaø b. 
  Chuù yù: d(a,b) = AB = OH. 

 
§ 1. VECTƠ TRONG  KHÔNG GIAN 

 
Dạng 1. XÁC ĐỊNH CÁC YẾU TỐ VỀ  VECTƠ  
I)CÁC ĐỊNH NGHĨA 
1)Vec tơ , giá, độ dài của vec tơ  
•Vec tơ trong không gian là một đoạn thẳng có hướng. 
•Giá của vec tơ là đường thẳng đi qua điểm đầu và điểm cuối của vec tơ đó. Hai vec tơ gọi là 
cùng phương nếu giá của chúng song song hoặc trùng nhau. Hai vec tơ cùng phương có thể 
cùng hướng hoặc ngược hướng.  
•Độ dài của vec tơ  là độ dài của đoạn thẳng có hai đầu mút là điểm đầu và điểm cuối của vec 
tơ đó. 
2)Hai vec tơ bằng nhau, vec tơ -không 
• ,a b
r r

 bằng nhau nếu chúng có cùng độ  dài và cùng hướng. kí hiệu a
r

 =b
r

 
•Ve tơ- không là vec tơ có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau. 
II)PHÉP CỘNG VÀ TRỪ VEC TƠ 
1)Định nghĩa 
•Cho hai vectơ a

r
 và b

r
 .Trong không gian lấy một điểm A tùy ý, vẽ AB a=

uuur r
, BC b=
uuur r

. Vec tơ 

AC
uuur

 được gọi là tổng của hai vec tơ a
r

 và b
r

, kí hiệu AC AB BC a b= + = +
uuur uuur uuur r r
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•Vec tơ b
r

 là vec tơ đối của a
r

 nếu b a=
r r

 và a
r

, b
r

 ngược hướng. kí hiệu a
r

 = - b
r

 

• a
r

 -b
r

= a
r

 + (-b
r

) 
2)Tính chất  
• a
r

 + b
r

= b
r

+ a
r

                                    •( a
r

 +b
r

)+ c
r

= a
r

 +(b
r

+ c
r

) 

• a
r

 + 0 0a a a+ = + =
r r r r r

                         • ( ) 0a a a a+ − = − + =
r r r r r

 

 
 
 
3)Các quy tắc  
a)Quy tắc 3 điểm 
Với ba điểm A,B,C bất kì ta có  

AB BC AC+ =
uuur uuur uuur

 

BC AC AB= −
uuur uuur uuur

 

 
b)Quy tắc hình bình hành 
Với hình bình hành ABCD ta có 

AB AD AC+ =
uuur uuur uuur

 
 
 
c)Quy tắc hình hộp 

                                   / /AC AB AD AA= + +
uuuur uuuuruuur uuur

 
 

A 

B 
C 

D 

A 

B 

C  
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B

A

C

D

B'

A'

C'

D'  
III)TÍCH CỦA VEC TƠ VỚI MỘT SỐ  
1)Định nghĩa 
     Cho số k≠0 và vec tơ 0a ≠

r r
. Tích của vec tơ a

r
 với số k là một vec tơ, kí hiệu là .k a

r
, cùng 

hướng với a
r

 nếu k > 0, ngược hướng với a
r

 nếu k<0 và có độ dài bằng .k a
r

. 

 
 
2)Tính chất  

• ( )m a b ma mb+ = +
r r r r

 

• ( )m n a ma na+ = +
r r r

 

• ( ) ( )m na mn a=
r r

 

• ( )1.a ;    -1 .a a a= = −
r r r r

 

•0. 0;    k.0 0a = =
r r r r

 
 

Dạng 2. CHỨNG MINH CÁC ĐẲNG THỨC VỀ VECTƠ  
 

• Quy tắc 3 điểm: với mọi A,B,C 

BCABAC += , (xen điểm B) 

CBACAB =−  , hiệu hai vec tơ chung điềm đầu. 
• Quy tắc hình bình hành : Với hình bình hành ABCD ta luôn có 

ABADBD

ADABAC

−=

+=
 

• Quy tắc trung điểm : I là trung điểm đoạn thẳng AB  

MI.2MBMA0IBIA =+⇔=+  , với mọi M 
• Trọng tâm tam giác  

G là trọng tâm tam giác ABC 0GCGBGA =++⇔  

 MG.3MCMBMA =++⇔  với mọi M 
• Trọng tâm tứ diện  
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G là trọng tâm tứ diện ABCD 0GDGCGBGA =+++⇔  

MG.4MDMCMBMA =+++⇔ , với mọi M 
 
Dạng 3. VECTƠ CÙNG PHƯƠNG – VECTƠ ĐỒNG PHẲNG  
1/ Sự đồng phẳng của ba vectơ  

• Ba vectơ gọi là đồng phẳng nếu các giá của chúng cùng song song với một mặt 
phẳng . 

• Nếu ta vẽ cOC,bOB,aOA ===  thì c,b,a  đồng phẳng � 4 điểm O,A,B,C cùng 
nằm trên một mặt phẳng � 3 đường thẳng OA,OB,OC cùng nằm trên một mặt 
phẳng . 

2/ Điều kiện để ba vectơ đồng phẳng  
• Cho hai vectơ không cùng phương b,a . Khi đó ba vectơ c,b,a  đồng phẳng khi và 

chỉ khi có các số m,n  sao cho : b.na.mc +=  .Ngoài ra các số m,n là duy nhất. 

• Nếu c,b,a  là ba vectơ không đồng phẳng thì với vectơ d bất kì ta đều tìm được 

các số m,n,p sao cho c.pb.namd ++=  ,ngoài ra m,n,p là duy nhất. 

 
§ 2.HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 
I/ TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 
1/ Góc giữa vectơ trong không gian 
ĐỊNH NGHĨA  
Trong không gian, cho u  và v  là hai vectơ khác vectơ – không. Lấy một điểm A bất kì , 
gọi B và C là hai điểm sao cho vAC,uAB == . Khi đó ta gọi góc BAC ( 00 ≤ góc BAC 

≤ 1800) là góc giữa hai vectơ u  và v  trong không gian và kí hiệu là ( )v,u  
2/ Tích vô hướng của hai vectơ 

( )v,ucosvuv.u =  

3/ Tính chất .Với ba vectơ c,b,a bất kì  trong không gian ta luôn có  

a.bb.a =•  
( ) c.ab.acb.a +=+•  

( ) ( ) bk.ab.akb.ak ==•  

0a0a;0a
22

=⇔=≥•  
4/ Vectơ chỉ phương của đường thẳng  

• Vec tơ 0a ≠  được gọi là vec tơ chỉ phương của đường thẳng d nếu giá của vec tơ 
a song song hoặc trùng với d. 

• Nếu a  là vec tơ chỉ phương của đường thẳng d thì vec tơ a.k  với k≠0 cũng là vec 
tơ chỉ phương của d. 

• Một đường thẳng a trong không gian hoàn toàn được xác định nếu biết một điểm 



Trường em  http://truongem.com 
 

46 
 

A thuộc d và một vec tơ chỉ phương a của d. 
5/ Một số ứng dụng  

• Tính độ dài của đoạn thẳng AB: 
2

ABABAB ==   

• Xác định góc giữa hai vec tơ u  và v : ( )
v.u

v.u
v,ucos =  

II.GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG  
       Góc giữa hai đường thẳng a,b bất kì là góc giữa hai đường thẳng a/,b/ cùng đi qua 
một điểm và lần lượt song song với a và b. 
III/ Hai đường thẳng vuông góc 

• Hai đường thẳng gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng bằng 900. 
• Nếu u  và v lần lượt là các vec tơ chỉ phương của hai đường thẳng a và b thì  

0v.uba =⇔⊥  
• Nếu a// b và c vuông góc với một trong hai đường thẳng đó thì c vuông góc với 

đường thẳng còn lại.  

bc
ac

b//a
⊥⇒





⊥
 

 
Dạng1.TÍNH GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG CHÉO NHAU a VÀ b.  
 

• Góc giữa hai đường thẳng : Góc giữa hai đường thẳng ∆1 và ∆2 là góc giữa hai 
đường thẳng ∆1

/ và   ∆2
/ cùng đi qua một điểm và lần lượt song song với   ∆1 và 

∆2. 
• Hai đường thẳng gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa chúng bằng 900. 
 

 
Dạng 2. TÍCH VÔ HƯỚNG HAI VECTƠ 
 

Dùng các hệ thức  

( )
( ) 0b.aba,c.ab.acb.a,a.bb.a

aa,b,acos.b.ab.a
22

=⇔⊥+=+=

==

          

   
 

 
 

 
§ 3.ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG  
 
1/ Định nghĩa : Đường thẳng d gọi là vuông góc với mặt phẳng (α) nếu nó vuông góc 
với mọi đường thẳng a nằm trong mặt phẳng (α) . 
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2/ Định lí :Nếu một đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau a,b cùng 
nằm trong mặt phẳng (P) thì đường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (P). 
3/ Liên hệ giữa quan hệ vuông góc và quan hệ song song  
 TC1 
a/ Cho hai  đường thẳng song song. Mặt phẳng nào vuông góc với đường thẳng này thì 
cũng vuông góc với đường thẳng kia . 
b/ Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phẳng thì song song với nhau  
TC2 
a/ Cho  hai mặt phẳng song song .Đường thẳng nào vuông góc với mặt phẳng này thì 
cũng vuông góc với mặt phẳng kia. 
b/ Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với môt đường thẳng thì song song với 
nhau. 
TC3 
a/ Cho đường thẳng a và mặt phẳng (P) song song với nhau .Đường thẳng nào vuông 
góc với (P) thì cũng vuông góc với a. 
b/ Nếu một đường thẳng và một mặt phẳng ( không chứa đường thẳng đó ) cùng vuông 
góc với một đường thẳng thì chúng song song với nhau. 
4/ Phép chiếu vuông góc và định lí ba đường vuông góc 
a/ Định nghĩa . Cho dường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (α).Phép chiếu song song 
theo phương d lên mặt phẳng (α) được gọi là phép chiếu vuông góc lên mặt phẳng (α). 
b/ Định lí ba đường vuông góc. Cho đường thẳng a nằm trong mặt phẳng (α) và b là 
đường thẳng không thuộc (α) đồng thời không vuông góc với (α). Gọi b/ là hình chiếu 
vuông góc của b trên (α). Khi đó a vuông góc với b khi và chỉ khi a vuông góc với b/. 
c/ Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 
Cho đường thẳng d và mặt phẳng (α). 

• Nếu đường thẳng d vuông góc với (α) thì ta nói rằng góc giữa đường thẳng d và 
mặt phẳng (α) bằng 900. 

• Nếu đường thẳng d không vuông góc với mặt phẳng (α) thì góc giữa d và hình 
chiếu d/ của nó trên (α) được gọi là góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (α). 

Lưu ý . Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng không vượt quá 900. 
 
 
Dạng 1. ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG .  
 
Muốn chứng minh đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (α) ta sử dụng một trong hai 
cách sau: 
Cách 1. Chứng minh a vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau nằm trong (α) 
Cách 2. Chứng minh a song song với đường thẳng b mà b vuông góc với (α). 
 
Dạng 2. CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC 
 

- Muốn chứng minh đường thẳng a vuông góc với đường thẳng b, ta tìm mặt phẳng (β) 
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chứa đường thẳng b sao cho việc chứng minh a vuông góc với (β) dễ thực hiện. 
- Sử dụng định lí ba đường vuông góc. 
 
Dạng 3. GÓC CỦA ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG  

• Nếu đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (P) thì ta nói góc giữa a và (P) băng 
900. 

• Nếu đường thẳng a không vuông góc với mặt phẳng (P) thì góc giữa a và hình 
chiếu  a/ của nó trên (P) gọi là góc giữa a và (P). 

§ 4. HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 
 
I/ GÓC GIỮA HAI MẶT PHẲNG  
Góc giữa hai mặt phẳng là góc giữa hai đường thẳng a,b lần lượt vuông góc với hai mặt 
phẳng đó. 
Cách tìm Góc giữa hai mặt phẳng (α) và (β) 
Cách 1. 
Tìm giao tuyến d= (α)∩(β) 
Tìm Ox ⊂(α), Oy⊂(β) cùng vuông góc với d tại O. 

Nếu 0
^

90xOy ≤  thì đó là góc của (α) và (β) 

Nếu 0
^

90xOy > thì góc của (α) và (β) bằng 1800 - 
^

xOy  
Cách 2.Nếu (α) và (β) lần lượt chứa hai tam giác ACD, BCD có cùng cạnh đáy CD  thì 
gọi I là trung điểm của CD ,ta có CDBI,CDAI ⊥⊥ .Từ đó tính góc  AIB 
Cách 3. Diện tích hình chiếu : S/=S. cosα. 
II/ HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC  
1/ Định nghĩa .Hai mặt phẳng (α) và (β) gọi là vuông góc với nhau nếu góc giữa hai mặt 
phẳng đó là góc vuông. 
2/ Tính chất  
a/ Điều kiện cần và đủ để hai mặt phẳng vuông góc với nhau là mặt phẳng này chứa một 
đường thẳng vuông góc với mặt phẳng kia. 
b/ Nếu hai mặt phẳng vuông góc với nhau thì bất kì đường thẳng nào nằm trong mặt 
phẳng này và vuông góc với giao tuyến thì sẽ vuông góc với mặt phẳng kia. 
c/ Cho hai mặt phẳng  (α) và (β) vuông góc với nhau. Nếu từ một điểm thuộc mặt phẳng 
(α) ta dựng một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (β) thì đường thẳng này nằm 
trong mặt phẳng (α). 
d/ Nếu hai mặt phẳng cắt nhau và cùng vuông góc với mặt phẳng thứ ba thì giao tuyến 
của chúng vuông góc với mặt phẳng thứ ba đó. 
III/ HÌNH LĂNG TRỤ ĐỨNG, HÌNH HỘP CHỮ NHẬT, HÌNH LẬP PHƯƠNG  
Hình lăng trụ đứng là hình lăng trụ có các cạnh bên vuông góc với các mặt đáy. 
Hình hộp chữ nhật là hình lăng trụ đứng có đáy là hình chữ nhật. 
Hình lập phương là hình lăng trụ đứng có đáy là hình vuông và các mặt bên đều là hình 
vuông. 
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IV/ HÌNH CHÓP ĐỀU VÀ HÌNH CHÓP CỤT ĐỀU  
Hình chóp đều là hình chóp có đáy là một đa giác đều có chân đường cao trùng với tâm 
của đa giác đáy. 
Phần của hình chóp đều nằm giữa đáy và một thiết diện song song với đáy cắt tất cả các 
cạnh bên của hình chóp đều được gọi là hình chóp cụt đều. 
Hai đáy của hình chóp cụt đều là hai đa giác đều đồng dạng với nhau. 
 

Dạng 3. ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG .  
Nếu hai mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc nhau. (P) cắt (Q) theo giao tuyến d 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )α⊥⇒













⊥

β⊂

=β∩α

β⊥α

a

da

a

d
/1  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )α⊥⇒








α⊥γ

α⊥β

=γ∩β

a

a

/2  

 

§ 5. KHOẢNG CÁCH 
I/ KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT ĐƯỜNG THẲNG, ĐẾN MỘT 
MẶT PHẲNG  
1/ Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng  
     Cho một điểm O và đường thẳng a. Trong mặt phẳng (O,a) gọi H là hình chiếu của O 
trên a. Khi đó khoảng cách giữa hai điểm O và H được gọi là khoảng cách từ điểm O 
đến đường thẳng a, kí hiệu là d(O,a). 
2/ Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng  
     Khoảng cách từ điểm O đến mặt phẳng (α) là khoảng cách giữa hai điểm O và H, với 
H là hình chiếu vuông góc của O trên (α), kí hiệu là d(O,(α)). 
II/ KHOẢNG CÁCH GIỮA ĐƯỜNG THẲNG MẶT PHẲNG SONG SONG, 
GIỮA HAI MẶT PHẲNG SONG SONG  
1/  Khoảng cách giữa đường thẳng và mặt phẳng song song 
     Khoảng cách giữa đường thẳng a và mặt phẳng (α) song song với a là khoảng cách 
một điểm bất kì thuộc a tới mặt phẳng (α), kí hiệu là d(a,(α)). 
2/ Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song  
     Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (α) và (β) là khoảng cách từ một điểm 
bất kì của mặt phẳng này đến mặt phẳng kia, kí hiệu là d((α),(β)). 
III/ ĐƯỜNG VUÔNG GÓC CHUNG VÀ KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐƯỜNG 
THẲNG CHÉO NHAU 
1/ Định nghĩa 
a/ Đường thẳng ∆ cắt hai đường thẳng chéo nhau a, b và cùng vuông góc với mỗi đường 
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thẳng ấy được gọi là đường vuông góc chung của a và b. 
b/ Nếu đường vuông góc chung ∆ cắt cả hai đường thẳng chéo nhau a và b lần lượt tại 
M,N thì độ dài đoạn thẳng MN gọi là khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau a và 
b. 
2/ Cách tìm đường vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau 
     Cho hai đường thẳng chéo nhau a và b. Gọi (β) là mặt phẳng chứa b và song song với  
a, a/ là hình chiếu vuông góc của a trên mặt phẳng  (β). 
Vì a// (β) nên a//a/. Do đó a/ và b cắt nhau tại một điểm.  
Gọi điểm này là N. Gọi (α) là mặt phẳng chứa a và a/. 
∆ là  đường thẳng đi qua N và vuông góc với (β). Khi đó (α) vuông góc vơi (β). 
Vậy ∆ nằm trong (α) nên cắt đường thẳng b tại N, đồng thời ∆ cùng vuông góc với cả a 
và b. Do đó ∆ là đường vuông góc chung củ a và b. 
3/ Nhận xét  
a/ Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau bằng khoảng cách giữa một trong hai 
đường thẳng đó đến mặt phẳng song song với nó chứa đường thẳng kia. 
b/  Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau bằng khoảng cách giữa hai mặt phẳng 
song song và lần lượt chứa hai đường thẳng đó. 
 

Dạng 1. KHOẢNG  CÁCH TỪ  MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT MẶT 
PHẲNG 

Để tính khoảng cách từ điểm O đến mặt phẳng (P), ta làm như sau: 
- Dựng đoạn OH vuông góc với (P). 
- Tính đoạn OH. 

Dạng 2 .KHOẢNG CÁCH GIỮA MỘT ĐƯỜNG THẲNG VÀ MỘT 
MẶT PHẲNG SONG SONG – KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI MẶT 
PHẲNG SONG SONG  
1/ Để tính khoảng cách từ đường thẳng a đến mp(P) song song với a :  

- Ta lấy một điểm M trên a. 
- Tính khoảng cách từ điểm M đến (P). 

2/ Để tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (P) và (Q) : 
- Ta lấy điểm M tùy ý trên (P) . 
- Tính khoảng cách từ M đến (Q). 

Dạng 3. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT ĐƯỜNG 
THẲNG NẰM TRONG MỘT MẶT PHẲNG . 
Tính khoảng cách từ điểm O đến đường thẳng a nằm trên mp(P): 

- Vẽ OI vuông góc với (P) thì IH vuông góc a. 
- Tính OI ,IH suy ra OH 

Dạng 4.KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG CHÉO NHAU 
Cách tìm đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau a và b 
Cách 1. Dùng mặt phẳng song song 
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- Dựng mp(P) qua b và song song với a. 
- Lấy điểm M thuộc a, chiếu xuống (P) thành  N 
- Từ N dựng đường thẳng b // a , b cắt a tại I 
- Từ I dựng đường thẳng song song với MN cắt a tại J thì IJ là đoạn vuông góc 

chung của a và b. 
Cách 2. Dùng mặt phẳng vuông góc 

- Dựng mp(P) vuông góc với a tại O. 
- Chiếu b xuống (P) thành b/. 
- Dựng OH vuông góc b/. 
- Từ H dựng đường thẳng song song với a, cắt b tại J. 
- Từ J dựng đường thẳng song song với OH, cắt a tại I thì IJ là đoạn vuông góc 

chung của a và b. 
Cách 3.Nếu biết a vuông góc với b 

- Dựng mp(P) qua b và vuông góc với a tại I. 
- Trong (P) , dựng IJ vuông góc với b thì IJ là đoạn vuông góc chung. 

Cách 4.Nếu tứ diện ABCD có hai cặp cạnh đối bằng nhau ( AD=BC, AC=BD) thì đoạn 
vuông góc chung của  cặp cạnh thứ ba ( AB và CD) là đoạn thẳng nối trung điểm I, J của 
chúng. 
Cách 5.Nếu có một đường thẳng d vuông góc với cả a và b thì d // IJ . Dựa vào mp(IJ,d) 
ta xác định vị trí của I và J. 
 

     

                                        
 


